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Abstract

宇宙物理学では、流体シミュレーションの手法として、Smoothed Particle Hydrodynamics method (SPH)

がよく使われてきた。従来の手法では接触不連続面が解けないという大きな問題点が存在した。しかし、近年
Density-Independent SPH(DI-SPH)と呼ばれる新しい SPHの Schemeが提案された。(Saitoh T. R. and

Makino J 2013)

ただし、本研究では、Lagragianから導出された、一般的な定式化を採用している。(Hopkins, P.F. 2013)

今回はこの定式化と実装方法、従来の SPH(Standard SPH)、DI-SPHでのテスト計算の結果を示す

1 Introduction

SPH法は、粒子法による流体計算の手法で、粒子
の周りに kernel関数で重みを持たせて積分すること
で、物理量の平均値を求める。つまり、ある粒子の
kernel内の物理量 f(x)の平均は、

〈f(x)〉 =
∫
f(x′)W (x − x′;h)dx′ (1)

と表す。また、物理量の微分は、部分積分を使って、

〈∇f(x)〉 =
∫
W (x − x′;h)∇′f(x′)dx′

=
∫

∇′ (W (x − x′;h)f(x′))−∫
f(x′)∇′W (x − x′;h)dx′

第一項は発散定理より、
∫

S
W (x − x′;h)f(x′)n′dS′

となる。S を kernelの表面と考えると、後述のよう
に kernel関数は kernelの表面では 0となるので、結
局以下のようになる。

〈∇f(x)〉 = −
∫
f(x′)∇′W (x − x′;h)dx′

=
∫
f(x′)∇W (x − x′;h)dx′ (2)

kernel関数は、kernel半径 (smoothing length)hで 0
になるような関数を選ぶ。今回は、SPHでよく用い

られている 3次元の cubic spline 関数を選んだ。

W (|r−r′|, h) =
1
πh3


1 − 3

2s
2 + 3

4s
3 (0 ≤ s < 1)

1
4 (2 − s)3 (1 ≤ s < 2)

0 (otherwise)
(3)

ここで、s ≡ |r − r′|/hである。
ただし、∇W の計算のときはには少し注意が必要で
ある。このまま kernel関数を微分をすると、sが小
さいような場合は tensile不安定を起こす（近傍の粒
子が過剰に近寄りすぎる）ため、s ≤ 2

3 の場合は、
kernelの微分にコアを残すような形 (s = 1)とする。
(Thomas, P. A.and Couchman, H. M. P. 1992)

SPH法の特徴としては、同じ粒子の計算である N
体との相性がいい、ガリレイ不変、高密度部分が自
動的に高解像度となる、といった利点がある。しか
し一方で、離散化の体積要素∆V に密度を用いると
き、「密度は微分可能」という仮定の元で計算してい
るため、接触不連続面の計算がうまくできない。そ
のため、流体の不安定性の成長が抑制されるという
問題点を持っている。
しかし、Density-Independent SPHでは、離散化の
体積要素に陽に密度を用いず、その代わりに状態方
程式から体積要素を用いて離散化することで、接触
不連続面も正しく解くことができる。
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2 Formulation

全粒子の Lagrangianは、

L(q, q̇) =
1
2

N∑
i=1

miṙ
2
i +

N∑
i=1

miui (4)

ここで uiは単位体積あたりの粒子のエネルギーであ
る。
熱力学第一法則より、断熱過程を考えると体積変化は

∂ui

∂qi

∣∣∣∣
A

= − Pi

mi

∂(∆Vi)
∂qi

(5)

また、ポリトロピックなガスを仮定をすると、状態
方程式は、

Pi = (γ − 1)ui

(
mi

∆Vi

)
(6)

となる。
kernel 内の粒子数が一定となることを束縛条件と
して設定すると、束縛条件 φi(q)は、kernelの半径
(smoothing length)を hi として、

φi(q) ≡ 4π
3
h3

i

1
∆Ṽ

−Nngb = 0 (7)

この∆Ṽ は、kernelの半径を求めるときに用いる体
積要素で、Standard-SPHでは、mi/ρiが用いられて
いる。
この束縛条件のもとでの Euler-Lagrange方程式は、
Lagrangeの未定乗数 λi を用いて、以下のように書
ける。

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂qi
=

N∑
j=1

λj
∂φj

∂qi
(8)

qi = hi の場合、つまり smoothing lengthに対する
Euler-Lagrange方程式を解くと、

− ∂L

∂hi
= mi

∂ui

∂hi
= −Pi

∂∆V
∂hi

∂φi

∂hi
= 4πh2

i

1
∆Ṽ

(
1 − hi

3∆Ṽ
∂∆Ṽ
∂hi

)
より、Lagrangeの未定乗数 λi は、

λi = −3Pi∆Ṽ 2

4πh3
i

ψi (9)

ψi ≡
hi

3∆V
∂∆V
∂hi

(
1 − hi

3∆Ṽ
∂∆Ṽ
∂hi

)−1

(10)

と求まる。今度は qi = ri について同様に計算して、
上で求めた未定乗数を代入すると運動方程式は以下
の通りになる。

mi
dvi

dt
=

N∑
j=1

Pj

(
∇i∆Vj + ψj∇i∆Ṽj

)
(11)

次に、離散化した体積要素∆V を考える。あるスカ
ラーの物理量 xiと、yiを用いて、∆Vi = xi/yiとす
ると、(1)式を離散化したものに、yi を入れると、

yi ≡
N∑

j=1

xjWij(hi) (12)

と、yiを定義することができる。すると、(7)式の中
に出てくる∆Vi に関する微分は、

∂∆Vi

∂hi
= −xi

y2
i

∂yi

∂hi
, ∇i∆Vj = −xj

y2
j

∇iyj (13)

となり、ここで yiに関して微分可能であることが前
提であることが分かる。これらを運動方程式に代入
して計算すると、

mi
dvi

dt
= −

N∑
j=1

xixj

[
Pi

y2
i

fij∇iWij(hi) +
Pj

y2
j

fji∇iWij(hj)

]
,

(14)

fij ≡ 1 − x̃j

xj

(
hi

3ỹi

∂yi

∂hi

)[
1 +

hi

3ỹi

∂ỹi

∂hi

]−1

(15)

エネルギー方程式も、同様にして求められる。ここで
問題となるのは、離散化の体積要素を作る、xiと yi

をどのように選ぶかであり、ここが Standard-SPH
と、DI-SPHの最大の違いとなる。

Standard SPHの場合は、以下の様な定式となる。
(Springel V., Hernquist L. 2002)
まず、体積要素として、xi = mi、yi = ρi を使う。
（今の場合、∆V = ∆Ṽ とする）
すると、運動方程式は、

dvi

dt
= −

N∑
j=1

mj

[
Pi

ρ̄2
i

fi∇iWij(hi) +
Pj

ρ̄2
j

fj∇iWij(hj)

]
,

(16)

fi ≡
[
1 +

hi

3ρ̄i

∂ρ̄i

∂hi

]−1

, ρ̄i ≡
N∑

j=1

mjWij(hi)

(17)
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次に、Density Independent の場合の定式化を考え
る。流体を解くという観点から考えると、状態方程
式から体積要素∆V は、

∆Vi = (γ − 1)
miui

Pi
(18)

と、考えることができる。つまり、体積要素は粒子
の持つ内部エネルギーを、エネルギー密度で割った
もので計算することになる。これなら、密度が微分
可能でない場所も計算ができる。
さらに、smoothing lengthの hiを見積もるときに使
う∆Ṽ は、束縛条件を満たす計算（束縛条件を満たす
まで iterationをかける）の収束性から、∆Ṽ = 1/n̄
という、kernelの数密度の逆数を用いる。（すなわち、
x̃ = 1, ỹ = n̄ということになる）
数密度の計算は、単純に、

n̄i = ỹi ≡
N∑

j=1

Wij(hi) (19)

以上の条件で運動方程式を書くと、以下の様になる。

dvi

dt
= −

N∑
j=1

(γ − 1)2mjuiuj

[
fij

P̄i
∇iWij(hi)+

fji

P̄j
∇iWij(hj)

]
,

fij = 1 −
[

hi

3(γ − 1)n̄imjuj

∂P̄i

∂hi

](
1 +

hi

3n̄i

∂n̄i

∂hi

)−1

(20)

この運動方程式を元に、今回のコードは実装した。

3 Results

テスト計算は、shocktube、Kelvin-Helmholtz in-
stabilities、Hydrostatic Equilibrium の３つを行っ
た。

3.1 shock tube tests

初期条件は、高密度側が ρH = 1.0, PH = 1.0、低
密度側が、ρL = 0.125, PL = 0.1である。以下の結果
は、同時刻の比較をしたものである。左側が standard

図 1: shocktube test の結果

SPHで、右側がDI-SPHの結果である。これを見る
と、DI-SPHのほうが、接触不連続面での圧力の不
自然なゆらぎが少なくなっていることが分かる。

3.2 Kelvin-Helmholtz instabilities

次に、KH不安定性のテストを行った。
初期条件は、密度がそれぞれ、ρH = 4.0, ρL = 1.0、
P = 2.5である。これに、微小な速度を流れに垂直
に加えた。(Price, D. J. 2008)

図 2: KHI の結果

左側が Standardで、右側が DI-SPHの結果である。
なお、時間は不安定性の成長スケール τkhの 3倍程度
におけるスナップショットである。綺麗にKHIが解け
ているわけではないが、全く解けていない Standard
と比較すると、不安定性が見られる。
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3.3 Hydrostatic Equilibrium

圧力平衡状態で、密度だけ異なる二つの領域をお
き、その形状変化をテストしたものである。初期条
件は、正方形を境にして、高密度側（内側）と、低
密度側（外側）を作り、どちらの領域も同じ圧力の
初期条件をもたせた。

図 3: Hydrostatic Equilibriumの結果

左が Standard SPHの結果で、右が DI-SPHの結果
である。左は角がとれて丸みを帯びてるのが分かる。
本来、初期条件の形をある程度保つはずで、DI-SPH
は初期条件の四角い形をまだ保っているのがわかる。

4 Discussion

以上の３つのテスト計算を行ったが、どれも定性的
には Standardよりは良い結果となっていることが分
かる。しかし、論文のテスト結果ほどうまく解けては
いなかった。これは本来KHIなどは２次元コードに
するか、３次元にしても薄くスライスしたような領
域で計算させるともっとうまくいくという結果が論
文には紹介されていたが、今回使用したコードは宇
宙論的なシミュレーションを行うのが前提となってい
るコードのため、立方体の計算領域でテストを行った
影響が強いものと考えられる。それでも、Standard
よりは良い結果となっているので、これを用いてさ
らに今度は宇宙論的なシミュレーションを行ってい
きたいと考えている。
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