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Abstract

Issacsonの短波長重力波の研究によると、短波長重力波の有効的なエネルギー運動量テンソルはトレースレ

スになり、その結果短波長重力波のみで満たされた宇宙の膨張則は放射成分で満たされた宇宙と同じになる

ことが示される。しかし、この先行研究では重力波の振幅が小さい等の仮定や短波長重力波の平均化が入っ

ており、これらの計算がどこまで妥当かどうかは再確認が必要である。

そうした中で本発表では、重力波だけで満たされた宇宙 (重力波宇宙)の膨張則について議論する。重力波宇

宙の時間発展は数値相対論を用いて、フルな Einstein 方程式を解くことで得る。この膨張則を調べること

で、Issacsonの研究結果を再確認するとともに、Issacsonの計算では追うことのできない長波長領域での宇

宙の膨張則を明らかにする。

1 Introduction

Issacsonの短波長重力波の研究によると、短波長

重力波は局所的に平均化することで、重力波の有効

的なエネルギー運動量テンソルを定義することがで

き、そのエネルギー運動量テンソルはトレースレス

であることが示される。それにより、フリードマン

宇宙に短波長重力波が入っているときには、そのエ

ネルギー密度は放射成分と同様に ρ(GW ) ∝ 1/a4 と

なる。そのため、短波長重力波のみの宇宙は放射成

分だけの宇宙と同様に H ∝ 1/a2 と振る舞うことが

結論される。

しかし、この Isaacsonの短波長重力波の研究は、通

常の摂動論とは異なるため何と比べてどの程度短波

長の重力波であればこの近似が有効かはよくわから

ない。また、平均化の仕方も曖昧でより正確な評価

が必要である。そこで、今回は Issacsonの近似がど

の程度正しいかを、数値的に調べることにした。そ

のために重力波宇宙を構成し時間発展させる。また

通常の重力波の計算で行われるような背景時空と重

力波の分離は行わず、計量の時間発展をフルに解い

ていく。そのため、考えている宇宙は一様等方でなく

なりスケール因子の評価の仕方に任意性がある。今

回はスケール因子の評価として、固有体積、固有面

積、固有長さを用いる。おのおのの評価でスケール

因子を計算した際にどの程度 Issacson近似が使える

のかを調べていく。

2 3+1分解

Einstein方程式を数値的に解くためには方程式の

中の時間発展の式と拘束条件の式とをあらわに書く

必要がある。そのために使われるのが 3+1分解であ

る。ここでは簡単に 3+1分解を説明していく。

3+1分解の基本的な変数は 3次元計量 γij、lapse α、

shift vector β、外曲率Kij である。それぞれ次の式

で定義できる。

ds2 = −α2dt2 + γij(dx
i + βidt)(dxj + βjdt) (1)

Kij = ∇inj (2)

ここで ⋉は考えている (3D)超曲面の法線ベクトル

である。これらの変数を使って (真空の)Einstein方

程式を書くと拘束条件の式と時間発展の式が得られ

る。まず拘束条件については次のmomentum拘束条

件と Hamiltonian拘束条件が得られる。

DjK
j
i −DiK = 0 (3)

R+K2 −KijK
ij = 0 (4)

また時間発展の式は次のように得られる。

(
∂

∂t
−Lβ)Kij = −DiDjα+α{Rij+KKij−2KikK

k
j}
(5)
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図 1: lapseと shiftの幾何学的意味

図 2: 外曲率の幾何学的意味

(
∂

∂t
− Lβ)γij = −2αKij (6)

こうして Einstein方程式の拘束条件の式と時間発展

の式が得られたが、数値的な安定性の為に以下で定

義される変数 Ψ、γ̃ij、Ãij、K、α、βi を用いる。

γij = Ψ−4γ̃ij (7)

det(γ̃ij) = 1 (8)

Aij = Kij −
1

3
Kγij (9)

Ãij = Ψ−4Aij (10)

これらの変数を用いて拘束条件の式を書くと

D̃jÃ
ij + 6ÃijD̃j lnΨ− 2

3
D̃iK = 0 (11)

D̃2Ψ− 1

8
R̃Ψ+ (

1

8
ÃijÃij −

1

12
K2)Ψ5 = 0 (12)

を得る。また時間発展の式も書くことができる。

拘束条件は任意の時刻で成立しなくてはならないの

で、時間発展を構成するときには拘束条件を満たす

ように構成しなくてはならない。

3 初期値の構成

今回は重力波の宇宙の膨張則への影響を調べたい

ので、真空で重力波のみの宇宙を調べる。その宇宙

の時間発展を数値的に追うために、対応する宇宙の

初期値を拘束条件を解いて構成する。

以下の条件を満たすように構成していく。

• 各時刻で Hubble定数を定義するために trK =

constを要請する。

• 線形化したときに線形重力波になるようにする。

• 周期的境界条件を要請する。計算領域としては
重力波、1波長分。

これらの条件を満たすような初期値を拘束条件を解

いて構成していく。

拘束条件は次の Hamilton拘束条件と、momentum

拘束条件である。

D̃2Ψ− 1

8
R̃Ψ+ (

1

8
ÃijÃij −

1

12
K2)Ψ5 = 0 (13)

D̃jÃ
ij + 6ÃijD̃j lnΨ− 2

3
D̃iK = 0 (14)

まず、先の仮定から

K = const (15)

である。ここからKの空間微分の項は落ちる。さらに

Ãij = 0 (16)

とする。こうすることでmomentum拘束条件は自明

に満たされ、さらに初期時刻での shift vector βを 0

と置くことで

∂

∂t
γ̃ij = Lβ γ̃ij − 2NÃij −

2

3
D̃kβ

kγ̃ij = 0 (17)

となる。これは (線形化したときに)構成する初期値

が、波の振幅が最大になった瞬間の時刻に対応して

いることを意味している。さらに

γ̃ij = diag(
1 + h(3)

1 + h(2)
,
1 + h(1)

1 + h(3)
,
1 + h(2)

1 + h(1)
) (18)

とおく。ここで

h(i) = Amp cos(ωxi) (19)

である。これは線形化したときに

γ̃ij ⋍ diag(1+h(3)−h(2), 1+h(1)−h(3), 1+h(2)−h(1))

(20)

となり、+モード重力波の重ね合わせになっている。

あとは周期的境界条件を課して Hamilaton拘束条件

を Ψについて解けば欲しい初期値が得られる。
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図 3: 重力波の一周期分の BOXである。面積は図の

色がついた 3つの領域でのそれぞれの評価を用いる

ことにする。また長さについては 0から８までの各

場所について評価をする。

4 時間発展

拘束条件を解いて時間発展の初期値は得られたの

で、時間発展を計算する。各時刻でのHubble定数は

H =
1

3
K (21)

で定義する。これは FLRWとのアナロジーである。

またスケール因子としては固有体積、固有面積、固

有長さを用いた 3通りの方法で定義する。

LV =

(∫
wavelength

√
γd3x

)1/3

(22)

LA(z) =

(∫
wavelength

√
γxxγyydxdy

)1/2

(23)

LL(x, y) =

∫
wavelength

√
γzzdz (24)

このようにスケール因子の定義に任意性があるのは

空間が一様等方でないからである。ここで面積と長

さによる評価では、どの場所で評価するかに任意性

があるので適当な箇所 (3)で評価をすることにする。

こうして各々の評価の仕方でスケール因子とHubble

定数との関係を調べていく。

5 Conclusion

体積と面積での評価は図 (4)と図 (5)の通りであ
る。 図からわかる通り体積と面積による評価では
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図 4: 体積で評価したスケール因子とHubble定数の

関係。青線と赤線が計算結果で緑線が短波長領域で

Issacsonのべきで fitしたものである。
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図 5: 図 (3)の青の領域での面積で評価したスケール

因子と Hubble定数の関係。青線と赤線が計算結果

で緑線が短波長領域で Issacsonのべきで fitしたもの

である。

Issacsonの近似はかなりよいことがわかる。また長
さによる評価は図 (6)である。長さによる評価では
波の物理的な長さが Hubble distanceと同程度にな
ると、Issacsonの fitからの差が出ていることがわか
る。
今回は面積と長さによる評価についてのグラフは一
部しか載せることができなかったが、他の箇所での
面積、長さによる評価でも同様な振る舞いが見られ
た。長さによる評価で Issacsonの近似が悪くなるこ
とから、重力波の平均化が不十分な場合には Isacson
の近似が使えなくなることがわかる。
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図 6: 図 (3)の箇所での長さで評価したスケール因子

と Hubble定数の関係。青線と赤線が計算結果で緑

線が短波長領域で Issacsonのべきで fitしたもので

ある。
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