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Cylindrical Thin Shell Wormhole の安定性に関する考察

矢久間 司 (大阪市立大学大学院 理学研究科)

Abstract

ワームホールとはある時空と別の時空が繋がれた構造を指し、そのような構造が考えられた頃から通過可能

性、すなわちエネルギーが正の物質が通過した際に構造が消滅しないのかという議論が行われてきたが、研

究の前提となるワームホールの構造は、計算の容易さから球対称なものが選ばれがちで、円筒対称なワーム

ホールを研究した例は少ない。

本講演では二つの時空が円筒対称 Shellで繋がれたワームホールを紹介した後、Shellにエネルギーと圧力を

与えた場合ワームホールの安定・不安定が決まるという事を、Shellのエネルギーと圧力を時空の計量から求

める段階から確認し、最後にエネルギー密度が正で十分通過可能な計量を紹介する。

1 Setup

時空は静的かつ円筒対称とするから計量は対称軸

や円周、時間には依らない。ここで±は領域を区別
するための符号である。

ds2 = −e2γ±(r±)dt2± + e2α±(r±)dr2±

+e2ξ±(r±)dz2± + e2β±(r±)dϕ2
±

(1)

timelikeな ShellΣは r座標一定面に分布し、Shellの

固有時 τ で測ると r座標値は変動する。

r = a(τ) (2)

一方で Shell上の計量 ds2Σ は (3)式のようになる。

ds2Σ = −dτ2 + e2ξ(a)dz2 + e2β(a)dϕ2 (3)

(1)式に (2)式を代入したものとの比較で τ と tの関

係も分かる。

2 Extrinsic Curvature

外的曲率を考えるために法線ベクトルを定義する

その為に (4)のような関数を考える。

H = r − a(τ) (4)

H の値が変化すれば Shellの位置が変わり、Shellの

跡は層状になる。Shell上の各点は層から層へと移動

したのだが、その方向は層に対し垂直である。よっ

て法線ベクトル na は (5)式となる。

n(±)
a =

(
±
∣∣∣∣gbc ∂H∂xb

∂H

∂xc

∣∣∣∣ 12 ∂H

∂xa

)
Σ

(5)

次に法線ベクトルの方向に座標軸を 1つ取り、残り

の Shell上の方向に適当に座標を張ることを考える。

計量は射影子 hµν を用いて次のように表すことがで

きる。ちなみに射影子とは法線方向の成分を 0にす

るような作用素で、hab = gab − ϵnanb である。

ds2 = dY 2 + hµνdX
µdXν (6)

法線ベクトルが spacelikeなので ϵ = 1とした。Y は

Shellから突き抜けた座標軸で、{Xµ}系は Shellの

上に張られた座標系つまり、{τ, z, ϕ}系なのである。
Y も含めて {Xµ}系と呼ぶことにすれば、初めに時
空の円筒対称性に従って設定した {t, r, z, ϕ}系との
間に座標変換の規則が成り立つ。以降 {t, r, z, ϕ}系
を {xµ}系と略す。
外的曲率は法線ベクトルを Shellに沿って移動させた

時、どれくらい Shellに平行な成分が変化したのかを

見た量であるから添字は Shell上の変数の添字で、法

線ベクトルの間の変換則すなわち座標変換則が分か

れば数式による定義は (7)式で与えられる。

K(±)
µν = −n(±)

ρ

(
∂2xρ

±
∂Xµ

±∂X
ν
±

+ Γρ
±αβ

∂xα
±

∂Xµ
±

∂xβ
±

∂Xν
±

)
Σ
(7)
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3 Einstein Equation

考えている時空のリーマンテンソルとリッチテン

ソルは、埋め込んでいる Shell上のそれらと、Shell

の外的曲率とを用いて次のように書ける。これをガ

ウス・コダッチ方程式と呼ぶ。

ここでDaは Shellの中で行う共変微分を表し、上付

きの括弧の中に (D)や (D − 1)と書いたのは、時空

の量か Shell上の量かの区別である。

R
(D−1)
abcd = hi

ah
j
bh

k
ch

l
dR

(D)
ijkl + ϵ (KacKbd −KbcKad)

(8)

hb
an

c(D)Rbc = DbK
b
a −DaK (9)

リッチテンソルとリッチスカラーから求められるア

インシュタインテンソルは、{Xµ}系で成分ごとに見
ると 3種類に分けることができる。

Gabn
anb = κ2Tabn

anb

Gabh
a
cn

b = κ2Tabh
a
cn

b

Gabh
a
ch

b
d = κ2Tabh

a
ch

b
d

(10)

上二つにガウス・コダッチ方程式を適用したものは

次のようになる。

2G
(D)
ab nanb = −ϵ(D−1)R+K2 −KabK

ab

= 2κ2Tabn
anb

(11)

DbK
b
a −DaK = R

(D)
bc hc

an
b = κ2Tbch

c
an

b (12)

しかしこれは保存則で運動を表すには不充分である。

そこで（8）の三つ目について考察し、法線ベクトル

の方向に沿った Y に関するリッチテンソルの二階微

分方程式、すなわち発展方程式を導く。

まず Shell近傍の層から層へと移る状況を設定する。

まず計量を (8)式のように表す。

ds2 = ϵN2dY 2+hµν (dX
µ +NµdY ) (dXν +NνdY )

(13)

さらにリー微分の定義を用いて、外的曲率を射影子

で表す。

LUV
µ = Uν∇νV

µ − V ν∇νU
µ (14)

Kab =
1

2
Lnhab (15)

(11)式両辺に hbd を掛ける。

R(D−1)
ac = hi

ah
jlhk

cR
(D)
ijkl + ϵ

(
KacK −KbcK

b
a

)
= ∇a

(
hi
ah

k
cR

(D)
ik − hi

ah
k
c ϵn

jnlR
(D)
ijkl

)
+ ϵ
(
KacK −KbcK

b
a

)
(16)

ここで右辺の最後から二つ目の項は次のように変形

できる。

hi
ah

k
cn

jnlR
(D)
ijkl = R

(D)
abcdn

bnd

= nb (∇a∇b −∇b∇a)nc

= ∇a

(
nb∇bnc

)
−
(
∇an

b
)
(∇bnc)

− nb∇b∇anc

(17)

ここで (18)式を用いると、(17)式はリー微分を用い

た (19)式の形に書ける。

∇anb = Kab − naDb lnN (18)

hi
ah

k
cn

jnlR
(D)
ijkl

= −ϵN−1DaDcN − LnKac +Kb
aKbc

(19)

この (19)式を (16)式に代入し移項すると (20)式と

なる。アインシュタイン方程式を用いてエネルギー・

運動量テンソルで書くと (21)式になる。

LnKac =2KabK
b
c −KKac − ϵN−1DaDcN

+ ϵR(D−1)
ac − ϵhb

ah
d
cR

(D)
bd

(20)

LnKac = 2KabK
b
c −KKac − ϵN−1DaDcN

+ ϵR(D−1)
ac − ϵκ2

(
hc
ah

d
bTcd −

1

D − 2
habT

)
(21)

当初のアインシュタイン方程式 (10)は、(11)式、(12)

式そして (21)式へと分解された。ここで考えている

状況を思い出すと、Shellに垂直に spacelikeな方向

に立つ方向を nに選んで座標を張るのだから、ϵ = 1

で、N = 1, Ni = 0の場合に相当する。具体的にそ

の状況で、今関心のある (21)式を書くと (22)式に

なる。

R(D)
µν = −∂Y Kµν−KKµν+2Kα

µKνα+R(D−1)
µν (22)
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4 Israel’s Junction Condition

Shellは −で表した領域にも +にもあり、それぞ

れをΣ−、Σ+と区別する。2つの領域を張り合わせ、

ワームホールの構造を持たせると、− と + で表し

たそれぞれの領域が timelikeな Shellで隔てられる。

Shellに垂直に立ち −領域から +領域へ向かう座標

が Y であると考えられるから、Σの位置を Y = 0と

したとき次の式で表される量が Shellのエネルギーや

圧力である。

Sµν =

∫ δ

−δ

TµνdY (23)

前のセクションで紹介した法線方向の発展方程式を、

Y = 0近傍で積分すると、左辺と右辺第一項のみが

残り次の式が書ける。

lim
δ→0

∫ δ

−δ

R(D)
µν dY = − lim

δ→0

∫ δ

−δ

∂Y KµνdY (24)

右辺はただ差を取るだけである。エネルギー・運動

量テンソルで書けば (25)式となる。

lim
δ→0

[Kµν ]
δ
−δ = −κ2 lim

δ→0

∫ δ

−δ

(
Tµν − 1

D − 2
hµνT

)
dY

(25)

よってイスラエルの接続条件が導かれる。

ここで (25)式の左辺は [Kµν ]
− と略した。

[Kµν ]
−
= −κ2

(
Sµν − 1

D − 2
hµνS

)
(26)

(26)式に hµν をかけると (27)式を得る。

[K]
−
=

κ2

D − 2
S (27)

これを用いて、接続条件は次のようにも書く。

[Kµν − hµνK]
−
= −κ2Sµν (28)

Shellの円筒対称性から Sµ
ν = κ2diag(σ, Pz, Pϕ)と直

ちに Shellのエネルギー密度と圧力に対応する。

具体的に初めに与えていたような時空の計量を入れ

て計算を進めると次のようになる。ドットは τ 微分

である。

σ = −
[(
ξ′+ + β′

+

)√
∆+ +

(
ξ′− + β′

−
)√

∆−

]
(29)

Pz =

(
ä+

(
α′
+ + γ′

+

)
ȧ2 + e−2α+γ′

+

)√
∆+

+

(
ä+

(
α′
− + γ′

−
)
ȧ2 + e−2α+γ′

−
)√

∆−

+ β′
+

√
∆+ + β′

−
√
∆−

(30)

Pϕ =

(
ä+

(
α′
+ + γ′

+

)
ȧ2 + e−2α+γ′

+

)√
∆+

+

(
ä+

(
α′
− + γ′

−
)
ȧ2 + e−2α+γ′

−
)√

∆−

+ ξ′+
√

∆+ + ξ′−
√
∆−

(31)

計量はShellで連続だから±の符号は取り去っていい。

σ = −2 (ξ′ + β′)
√
∆] (32)

Pz =
2
(
ä+ (α′ + γ′) ȧ2 + e−2αγ′)

√
∆

+ 2β′
√
∆

(33)

Pz =
2
(
ä+ (α′ + γ′) ȧ2 + e−2αγ′)

√
∆

+ 2ξ′
√
∆

(34)

ここで∆± = e−2α± + ȧ2 である。

5 Potential

ポテンシャル問題は考えるにおいて、Pz と Pϕ は

σ の関数で与えられているものとする。これらの式

より、圧力をエネルギー密度の関数で与えたとき、

ȧ = 0, ä = 0となる平衡点 a = a0 での議論をあたか

も一粒子のポテンシャル問題のように扱うことがで

きる。(32)式の変形により ȧ2 + V (a) = 0の形に書

くことができるし、(33)式と (34)式に圧力を表す関

数が対応することで、エネルギー密度が完全に aの

関数であることが分かる。ちなみに平衡点でのポテ

ンシャルは次のように書ける。
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