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無衝突重力多体系の力学進化を計算するためのN体計算コードの開発
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Abstract

本研究の目的はコンピュータシミュレーションを用いて銀河スケールにおけるコールドダークマター理論の

諸問題に挑戦することである。そのための無衝突重力多体系の力学進化を計算するための N 体計算コード

を作成した。各粒子間の重力相互作用は、何も工夫しないで計算すると演算数のオーダーが粒子数の２乗と

なり、計算コストがかかってしまう。本研究では計算コストを削減するために、Particle-Mesh(PM)法を採

用した。この方法は、粒子分布から密度分布を求め、ポアソン方程式解き、重力ポテンシャルを求める。そ

して、その重力ポテンシャルを使って新たな粒子分布を求める方法である。ポアソン方程式を解くのに高速

フーリエ変換を用いた結果、演算数のオーダーがメッシュ数Mに対してM logM となり大幅に計算コスト

を削減することができた。また、原始銀河の収縮過程である cold-collapse モデルのテスト計算を行い、銀河

の力学的な準平衡状態を求めた。そして、エネルギー保存の誤差評価より、十分な解像度を得られる最大粒

子数は 3次元でM/8程度であることを確認した。

1 Introduction

銀河形成・進化を理解するためにはダークマター

ハロー（DMH）の力学進化を理解することが重要で

ある。なぜなら、銀河の大部分は DMであり、重力

相互作用においてDMが支配的だからである。DMH

を無衝突重力多体系と見なした場合、現在は N体計

算を駆使した系の進化広く行われている。無衝突系

とは個々の粒子同士が力を及ぼし合うのではなく、全

粒子が作る滑らかなポテンシャルを受けて粒子が運

動する系である。N体計算において、各粒子間の重力

相互作用を直接計算（Particle-Particle法（PP法））

するには、N2のオーダーのコストがかかり、粒子数

を増やすと、現実的でない計算時間がかかってしま

う。そこで、高速フーリエ変換（FFT）を用いてポア

ソン方程式を解く方法 (Particle-Mesh法（PM法）)

を採用した。この場合、計算コストは全メッシュ数

Mに対してM logM のオーダーとなる。本発表では

現在開発中の N体コードの説明を行う。

　第 2章で PP法と PM法の説明を行い、第 3章で

PP法と PM法の比較、PM法のパラメータ依存性

の議論を行う。そして、第 4章でまとめを行う。

2 Numerical methods

2.1 Particle-Particle法

PP法は各粒子間の相互作用を直接計算する方法で

ある。粒子 iの位置を xi、質量を mi とし、重力定

数を G、ソフトニングパラメータを εとすると、以

下の式で粒子 iにかかる加速度が計算できる。

d2xi

dt2
=

N∑
j ̸=i

Gmi
xj − xi

(|xj − xi|2 + ε2)3/2
, (1)

この式から分かるように、各粒子に対して (N-1)

回の演算が必要である。故に、全粒子を計算するに

は N2 のオーダーの計算が必要となる。ソフトニン

グパラメータとは、粒子間の距離が 0になった時に

計算が発散するのを防ぎ、物理的な値を得るために

導入する非物理的な量である。この εの値が小さい

ほど空間解像度は良くなるが、大きな加速度が生じ

るために細かい時間幅が必要となる。なぜなら、時

間幅∆tは典型的な速度を vとした時∆t < ε/vのよ

うに取るからである。
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2.2 Particle-Mesh法

PM法とは、まず粒子分布から密度分布を求め、ポ

アソン方程式解き、重力ポテンシャルを求める。そし

て、その重力ポテンシャルを使って運動方程式を解

くことで、新たな粒子分布を求める方法である。計

算は以下のように要約される。

1⃝ 粒子分布から密度分布を生成する。(assign-

ment)

ρ(xp) =
1

Vp

N∑
i=1

miW (xi − xp), (2)

ρは密度、Vpはメッシュの体積を表す。そして、xi,mi

は粒子の位置と質量で xpはメッシュの位置である。

Wは assignment 関数と呼ばれるもので、質量の各

メッシュへの割り振リを表す。

2⃝ ポアソン方程式を解きポテンシャルを求める。

ϕ(xp) = Vp

∑
p′

G(xp − xp′)ρ(xp′), (3)

ϕはポテンシャル、Gはグリーン関数である。

3⃝ ポテンシャル分布に従って、粒子に働く加速

度を求める。(interpolate）

a(xi) = −
∑
p

∇W (xi − xp)ϕ(xp), (4)

aは加速度である。

4⃝ 運動方程式を解く。

エネルギー保存が良い leap frog 法を用いている。

xi+1 = xi +∆tvi +∆t2a(xi)/2 (5)

vi+1 = vi +∆t[a(xi) + a(xi+1)]/2 (6)

　 5⃝ (1)に戻る。

2.2.1 assignment関数

代表的な assignment 関数を空間 1次元の場合を

例に挙げ紹介する。

・Nearest Grid Point(NGP)スキーム

粒子の全質量を最も近いメッシュに割り当てる。（図

2の上）密度分布が粗く、加速度がメッシュ間で不連

続となるので、ほとんど使われない。

・Cloud In Cell(CIC)スキーム

質量を１メッシュ幅に一様分布させる。（図 2の中）

質量分布は滑らかだが、その一回微分は不連続

W (x) =

 1− |x|
H

|x| < H, (7a)

0 otherwise, (7b)

xは粒子間の距離で、H はメッシュ幅を表している。

・Triangular Shaped Cloud(TSC)スキーム

粒子の位置から 2メッシュ幅に線形で質量を分布さ

せる。（図 2の下）質量分布もその一回微分も連続と

なる

W (x) =



3

4
−
(

x

H

)2

|x| ≤ H
2 (8a)

1

2

(
3

2
− |x|

H

)2
H
2 ≤ |x| ≤ 3H

2 (8b)

0 otherwise, (8c)

質量を分割するメッシュを増やすごとに分布は連

続的になるが計算コストが増えるため適切なスキー

ムを選ぶ必要がある。

図 1: assign-

ment

図 2: assignment 関数
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一方、加速度の計算において、interpolate関数 W

は密度分布の生成で使った assignment関数と同じも

のを用いることで、自己相互作用を打ち消し、運動

量を保存させることが出来る。

2.2.2 ポアソン方程式

ポアソン方程式を解くにあたって、FFTを用いる。

FFTとはフーリエ変換の周期性を利用してメッシュ

数M に対してM2 オーダーの計算を計算精度を変

えずに M logM オーダーに減らした計算方法であ

る。FFTは画像処理など実用的な分野で頻繁に使わ

れており、より高速で効率のよい計算コードが日々

研究されている。本研究では free software である

FFTW ver3.3.4 (HP:www.fftw.org)を利用した。式

(3)をフーリエ変換し、畳み込みの定理を用いると

ϕ̂(kp) = Ĝ(kp)ρ̂(kp), (9)

となり、この式を逆フーリエ変換して各メッシュ

のポテンシャルを求める。

2.2.3 境界条件

ポアソン方程式をFFTで解くにあたって、メッシュ

の境界では周期境界条件を用いる。しかし、周期境界

条件が物理的に適さない場合がある。この場合、図 3

のように一つの領域以外の密度を 0にすることによ

り周期境界の周期性を消すことが出来る。孤立した

系でのN体計算を行う場合、この方法が用いられる。

図 3: 孤立系

3 Cold-collapse

テスト計算として原始銀河の収縮過程である cold-

collapse モデルの計算を行い、銀河の力学的な準平

衡状態を求める。初期条件は、粒子を半径１の球内

に一様分布させ、速度分布は等方に系から出ない程

度の同じ速さを与える。この時の系の自由落下時間

td は式 (10)より 1.1である。また、∆t = 2−7 の固

定時間幅で系を時間発展させた。PM法では孤立系

をとり、CICスキームで計算している。

td(r) =

√
3π

32Gρ̄(< rd)
(10)

ρ̄(< rd)は半径 rd の球内の平均密度である。

図 4: 初期条件 図 5: t＝ 4

3.1 PP法とPM法の比較

1024粒子で計算を行った。PP法でのソフトニン

グパラメータは ε = 2−5とし、PM法はメッシュでの

系の大きさを 43とし、1283のメッシュ数を取った。

すなわち、ソフトニングパラメータとメッシュ幅が

同じ大きさである。

図 6: エネルギー変化

図 6は縦軸にエネルギー横軸に経過時間を示して

いる。点は PM法、実線は PP法を示しており、K

は運動エネルギー、Wはポテンシャルエネルギー、

Eは全エネルギーである。この図より PM法と PP

法は同じ力学進化の結果を示すことが分かる。
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図 7: エネルギーの相対誤差

図 7は縦軸に全エネルギーの相対誤差を横軸に経

過時間を示している。赤線は PP 法で黒線は PM法

を示している。この図より PM法は PP法とほぼ同

じエネルギー誤差で計算できることが分かる。

さらに、粒子数を変え 100ステップの計算時間を比

較した。PM法は粒子数の 8倍が計算領域のメッシュ

数になるように調整した。

図 8: 計算時間

図 8は縦軸に計算 100ステップにかかった時間、横

軸に粒子数を取っている。青が PP法で赤が PM法

である。この図より PM法の方が圧倒的に計算が速

いことが分かる。

3.2 PM法のパラメータ依存性

粒子数を 1024に固定し、メッシュ数を変えて計算

した。

図 9、図 10では図 7、図 8と同様の図が示されて

いる。各実線名の数字は 1次元方向のメッシュ数で

あり全メッシュ数はこの数の 3乗である。また、孤

立系をとっていることより、計算領域のメッシュ数

は全メッシュ数の 1/8である。これらの図より計算

領域のメッシュ数が粒子数の 8倍以上であると誤差

が少なく解けることが分かった。

図 9: エネルギーの変化

図 10: エネルギーの相対誤差

4 Summary

無衝突重力多体系の力学進化を計算する N体計算

コードを PM法で作成し、テスト計算を行った。そ

の結果、PM法はPP法と同様の結果が得られ、エネ

ルギーも保存することが分かった。そして、計算コ

ストが大幅に削減でき、多数の粒子を取り扱うこと

のできるN体計算コードを書くことができた。また、

PM法で十分な解像度で取り扱うことの出来る粒子

数は全メッシュ数の 1/8程度であることが分かった。
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