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Abstract

通常は数値計算によって扱われる元素合成について、近似を駆使することで解析的に取り扱った、V. Mukhanov.

2005. Nucleosynthesis Without a Computerについてのレビューを行う。解析的に取り扱うことで数値計

算ではブラックボックスであった内容を身近に理解することができる。また、近似の精度についても数値計

算の結果と比較することによって確かめる。

1 Introduction

宇宙初期は非常に高温であり、弱い相互作用によっ

て陽子 (P)と中性子 (N)が平衡状態にあった。温度

が数MeVにまで下がると弱い相互作用による平衡が

破れ、中性子は陽子から分離し、中性子数と陽子数

の比 (NP比)が”freeze-out”する。このときNP比は

1/6となる。その後、中性子はβ崩壊をすることで

さらに数を減らし、NP比は 1/7となる。重水素の結

合エネルギーは 2.23MeVであるが、高エネルギーの

光子の散乱によってできた瞬間に破壊されてしまう

のでさらに温度が下がってから生成が始まる。その

ような温度は 0.1MeVとなる。重水素が生成される

とすぐにヘリウム 4の合成が始まる。このときに中

性子はほぼ全てヘリウムに取り込まれる。また、わ

ずかではあるがヘリウムの後にリチウムなどの軽元

素も合成される。これらの元素の存在量を見積もる

ためには Boltzmann方程式を考えることによって非

平衡の物理を考えなければいけない。この方程式は

非常に複雑で一般に解析的に解くことはできず、通

常は数値計算によって値を求める。しかし本発表で

は数値計算になるべく頼ることなく近似を用いるこ

とによって解析的に解を求める。また、解析的に解

を求めることによって物理的な解釈をより身近に感

じることを目標とする。

2 NP-conversion and N-decay

(T > 1MeV, t < 1sec)

温度が 1 > MeV よりも高いとき、陽子と中性子

は以下の weak interactionによる反応で平衡状態に

あった。しかし温度が下がるにつれて反応が切れて、

陽子と中性子の比が Freeze-outする。

n+ ν ⇄ p+ e−, n+ e+ ⇄ p+ ν (1)

この 1つ目の反応のmatrix elementは

|M|2 = 16
(
1 + 3g2A

)
G2

F (pn · pν) (pp · pe) (2)

によって与えられる。ここで、gA = 1.26は axial vec-

tor coupling constantで、GF = 1.17× 10−5 GeV−2

は Fermi coupling constantである。

終状態では electronや positronが多く存在するの

でPauliの排他律を考慮することで、この反応の cross

sectionは

σnν ≃ 1 + 3g2A
π

G2
F ϵ

2
eve (1 + exp (−ϵe/T ))

−1
(3)

となる。この cross sectionを用いて中性子の存在比

の変化を追っていく。そのため、全 baryonに対する

中性子の存在比Xn を以下のように定義する。

Xn =
Nn

Np +Nn
=

nn

np + nn
(4)

これより、Xn の時間変化は(
dXn

dt

)
nν

= −λnνXn = −1 + 3g2A
2π3

G2
FQ

5J (1;∞)Xn

(5)
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となる。ここで、

J (1;∞) =

∫ ∞

1

dqq2 (q − 1)
2

(
1− (me/Q)

2

q2

)1/2

×
[
1 + e

Q
Tν

(q−1)
]−1 [

1 + e−
Q
T q
]−1

(6)

である。Tν = T > meのとき λne ≃ λnν となる。逆

反応については

λpe = exp

(
−Q

T

)
λnν , λpν = exp

(
−Q

T

)
λne

(7)

となる。

これらより、Xn のつり合いの式は

dXn

dt
= −λn→p

(
1 + e−

Q
T

)
(Xn −Xeq

n ) (8)

となり、この微分方程式の解は

Xn (t) = Xeq
n (t)−

∫ t

0

dt̃Ẋeq
n

× exp

(
−
∫ t

t̃

λn→p

(
1 + e−

Q
T

)
dt

)
(9)

のように平衡での値とそのずれとして書くことがで

きる。十分時間がたった極限でXnは有限の値に近づ

き freeze-outする。このようなことが起こるのは宇

宙の膨張が反応率より大きくなるところである。す

なわち
Ẋeq

n

Xeq
n

≃ λn→p となるときであり、このときの

温度は T ∗ = 0.84MeVとなる。また、中性子の量は

数値的に積分を計算することでX∗
n = 0.158 となり、

陽子の 1/6になる。

中性子と陽子の反応が切れた後、Xnは freeze-out

することを見たが、中性子は不安定なので軽元素の

合成が始まるまでベータ崩壊

n → p+ e− + ν (10)

を続け、さらに数を減らす。ベータ崩壊による中性子

の存在比の変化は、中性子の寿命 τnを用いることで

Xn (t) = X∗
n exp (−t/τn) (11)

となる。

3 Deuterium Bottoleneck

元素の合成は核子どうしの相互作用によって行わ

れる。原理的には 4体反応 2n+ 2p → 4Heなども起

こりうる。しかし、4体以上の反応は密度が低く、実

際には無視できる程度しか起こらない。なので、2体

反応によって重水素ができる過程

p+ n ⇄ D + γ (12)

を考えていく。この反応の反応率は大きく、重水素

は局所的に化学平衡にある。重水素の存在比 XD =

2nD/nB は Sahaの公式によって

XD = 5.67× 10−14η10T
3/2
MeV exp

(
BD

T

)
XpXn

(13)

とあらわされる。ここで、BD ≡ mp +mn −mD ≃
2.23MeV は重水素の結合エネルギーで、η10 ≡(

nB

nγ

)
/10−10 である。

温度が結合エネルギー辺りになると重水素が合成

され、増えてくるように思えるが T = 2.23MeVで

は XD ∼ 10−13 程度であり、かなり少ない。これは

重水素が光子により分解されてしまうため、さらに

温度が下がらないと合成されないためである。さら

に、重水素が合成されないとより重い元素が合成さ

れないため、これが bottleneckとなる。

bottleneckが開き、元素合成の始まる時期を調べ

ていく。重水素より重い元素は次の反応によって合

成される。

1) D+D →3 He+ n, 2) D+D → T + p (14)

この反応率を λDDと書くと、重水素の bottleneck開

く時期は重水素の変化量が重水素そのものの量とな

るような時期である。そのような時期は

∆XD = −1

2
λDDX2

D∆t = XD (15)

によって見積もることができる。これを解くと、bot-

tleneckが開く時期の重水素の存在比が求まり、

X
(i)
D ≃ 1.2× 10−5

η10TMeV (XD)
(16)

≃ 1.5× 10−4η−1
10

(
1− 7× 10−2 ln η10

)
となる。重水素の存在比がこの値に達すると、すばや

く反応が進むようになる。ここから重水素よりも重

い軽元素の合成がはじまる。実際、Xeq
D は温度の変化

に対して敏感で、η10 = 1なら T : 0.08 → 0.07MeV
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図 1: 元素合成の経路

でXeq
D : 10−4 → 10−2 と急激に増える。この後、系

は平衡から離れ、陽子と中性子によって与えられた

重水素がより重い元素へと変わっていく。次節から

は合成される元素について具体的に freeze-outする

値を求めていく。合成される元素についての経路を

図 1に示しておく。図 1において各元素は reservoir

に対応していて、各 reservoirは核反応によってつな

がっている。ab → cdのような元素の反応率は

Ẋa

Xa
= −λabA

−1
b Xb (17)

となる。ここで Ab は元素 bの質量数である。

4 Helium-4 and Deuterium

重水素が増えるとすぐに他の軽元素の合成が始ま

る。この温度は

T (i) = 0.08 [1 + 0.07 ln η10] MeV (18)

である。時間でいうと t = 206 secである。

反応の進み方は次の 3通りある。

T +D →4 He+ n (19)

3He+ n → T + p (20)

3He+D →4 He+ p (21)

最終的なヘリウムの存在比は、元素合成が始まる

ときに残っていた中性子が全て変換されるので

Xf
4He = 2Xn

(
t(i)
)
= 2X∗

n exp

(
− t(i)

τn

)
(22)

とあらわされる。よって、Xf
4He ≃ 0.25となり、最

終的に全バリオンの 4分の 1がヘリウムになってい

ることがわかる。

重水素の freeze-outの値についても求める。各反

応は quasi-equilibriumだとしてつりあいの式を考え

ていく。すると、ヘリウム-3について

1

4
λDD1X

2
D +

1

2
λDpXDXp

=
1

6
λ3HeDX3HeXD +

1

3
λ3HenX3HeXn (23)

トリチウムについて

1

4
λDD2X

2
D +

1

3
λ3HenX3HeXn =

1

6
λTDXTXD

(24)

のようになる。これらにより、D+D →3 He+n,D+

T →4 He+ n, p+ n → D + γ の反応による中性子

の存在比の変化は

dXn

dt
=

1

4
λDDX2

D − λpnXpXn (25)

とかける。

同様に重水素については

dXD

dt
= 2λpnXpXn − λDDX2

D − 2λDpXDXp (26)

となる。

これらの微分方程式を解くことで重水素の存在比

がわかる。XD ≪ Xnのときは quasi-equilibriumに

あるので dXD/dXn ≈ 0より、

Xn ≈ 2

R1

(
X2

D +R2XD

)
(27)

ここで、T = 0.09 → 0.04MeVで

R1 ≡ 4Xp
λpn

λDD
≃ (3 → 8)× 10−3 (28)

R2 ≡ 2Xp
λpD

λDD
≃ (2.5 → 2.3)× 10−5 (29)

である。これらより重水素の存在比の最大値はXD =

10−2とわかる。そのときの温度は T = 0.07MeVで

ある。

中性子の存在比が減ってくると、上でもとめた解

は正しくなくなる。このとき、別の解として

Xn ≈ 1

R1
X2

D (30)

が得られる。これより重水素の freeze-outでの値を

求めることができて、

Xf
D ∼ 4× 10−4η−1

10 (31)

となる。
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5 Tritium, Helium-3, Lithium-

7 and Beryllium-7

元素合成によってごくわずかに作られるこれらの

元素についても、freeze-outでの値を同様にして求め

ることができる。
3Heや T についてのつりあいの式は

X3He =
3

2

λDD1XD + 2λDpXp

λ3HeD + 2 (λ3Hen/R1)XD
(32)

XT =

(
3

2

λDD2

λDT
+ 2

λ3Hen

λDT

X3He

R1

)
XD (33)

これらに、重水素の freeze-outでの値を代入する

ことで各元素の freeze-outでの値を求めることがで

きる。結果として 3HeはXf
3He ∼ 10−5、T はXf

T ∼
10−6 となる。

7Liや 7Beについても同様で、

1

12
λ4HeTX4HeXT+

1

7
λ7BenX7BeXn =

1

7
λ7LipX7LiXp

(34)
1

12
λ4HeHe3X4HeX3He =

1

7
λ7BenX7BeXn (35)

これらより 7Li は Xf
7Li ∼ 10−9、7Be は Xf

7Be ∼
10−10 となる。

6 Conclusion

近似的に取り扱うことで big bang元素合成により

作られる元素の量を見積もることができた。これら

の元素の見積もりがどの程度正しいのかを、数値計

算による結果と比較してみる。数値計算による結果

は図 2に示す。図 2をみると、Helium-4やDeuteriu

は精度よく一致していることがわかる。そのほかの

元素については、少し異なっているがそれなりの精

度で出ていることがわかる。また、元素合成の時期

についてもよく一致している。

近似的に元素合成を扱うことで数値計算にくらべ、

多少精度は落ちてしまったが、それぞれの存在比の

具体的な振る舞いなど、数値計算でブラックボック

スであった部分を見ることができた。

図 2: 数値計算による結果
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