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Abstract

修正重力理論は一般相対性理論で説明のできないダークエネルギーなどを説明する理論であり，様々なもの

が存在している．ここで挙げる f(R)重力理論や scalar-tensor理論はその一種である．一般相対性理論では

Isaacsonによる手法でエネルギー運動量テンソルを求めることができるが，修正重力理論ではこれを応用さ

せることでエネルギー運動量テンソルを求めることができる．

1 Introduction

修正重力理論は，一般相対性理論で説明のできな

いダークエネルギーやダークマターを用いなければ

説明できない銀河の運動などを宇宙定数を使わずに

説明する理論であり，様々なものがある．これから

紹介する f(R)重力理論と scalar-tensor理論も修正

重力理論の中の一つだが，それぞれの理論の中にも

いくつもの種類が存在している．ここでは簡単なも

のとして f(R)重力理論の f(R) = R + cR2 の場合

と，scalar-tensor理論の中の Brans-Dicke理論を扱

う．計量の摂動が短波長であるとき，この摂動は放

射流体のように振る舞うのだが，エネルギー運動量

テンソル T
(eff)
µν の振る舞いを見ていくこととする．

2 General Rerativity

f(R)重力理論と scalar-tensor理論から T
(eff)
µν を

求める方法として，Isaacsonによる手法を参考にす

る．まずは一般相対性理論の場合を述べることとす

る．計量 gµν = γµν + hµν について，特に制限のな

い場合では γµν を平坦な時空の計量であるとして扱

うが，空間の歪みに対して反作用が起きることで ηµν

は平坦ではなくなっていると考えることが出来る．こ

の反作用による影響を，

Γα
µν = Γα (0)

µν + Γα (1)
µν + Γα (2)

µν + · · · (1)

Rµν = R (0)
µν +R (1)

µν +R (2)
µν + · · · (2)

このように，括弧内に hµν の字数を示し展開して考

える．このことから，gµν ,Sµ
βν ,R

(0)
µν ,R

(1)
µν ,R

(2)
µν を

求め，これらを用いて空間平均を考える．以降 gµν

についての共変微分を “;”，γµν についての共変微分

を “|”で区別する．gµν は，

gµν = γµν − hµν + hµαh ν
α − hµαhβ

αh
ν
β +O(h4) (3)

このようにおくと，

gµαgαν = δνµ +O(h4) (4)

となり，(3)式を用いてよいことがわかる．Sµ
βν に

ついては，

Sµ
βν ≡ Γµ

βν − Γ
µ (0)
βν (5)

と定義すると，

Sαβν = gαµS
µ
βν = gαµ(Γ

µ
βν − Γ

µ (0)
βν )

=
1

2
(hαβ|ν + hνα|β − hβν|α) (6)

となる．R
(1)

µν については，Rµ
αβν が

Rµ
αβν = Γµ

αβ,ν − Γµ
να,β + Γµ

ρνΓ
ρ
αβ − Γµ

ρβΓ
ρ
αν (7)

であることから，

Rµ
αβν −R

µ (0)
αβν = Sµ

αβ|ν − Sµ
αν|β

+Sµ
ρνS

ρ
αβ − Sµ

ρβS
ρ
αν

= R (1)
µν +R (2)

µν + · · · (8)

(6)式から Sαβν は hµν の一次以上の項から成り立っ

ていることがわかるので，これを考慮すると R
(1)

µν

と R
(2)

µν は，

R (1)
µν = Sµ

αβ|ν − Sµ
αν|β

=
1

2

(
h µ
µα|β + h µ

βµ|α − h µ
αβ|µ − hαβ

)
(9)



2013年度 第 43回 天文・天体物理若手夏の学校

R (2)
µν = S

µ (2)
αβ|ν − S

µ (2)
αν|β

+Sµ (1)
ρν S

ρ (1)
αβ − S

µ (1)
ρβ Sρ (1)

αν

=
1

4
hµν

|βhµν|α

+
1

2
hµν(hµν|αβ + hαβ|µν − hµα|βν

−hµβ|αν)−
1

2

(
hµν

|ν − 1

2
h|µ

)
(
hµα|β + hµα|β − hαβ|µ

)
+
1

2
h

µ|ν
β (hαµ|ν − hνα|µ) (10)

ここまで求められたところで，空間平均について考

えることにする．(2)式について空間平均をとると，

⟨Rµν⟩ = ⟨R (0)
µν ⟩+ ⟨R (1)

µν ⟩+ ⟨R (2)
µν ⟩+ · · ·

= R (0)
µν + ⟨R (2)

µν ⟩+ · · ·

= 0 (11)

である．これについては，計量 gµν = γµν +hµν の各

項のオーダーをみることで，リッチテンソルを展開

した項についてもオーダーごとに考えることが出来

る．γµνの曲率半径をR，重力波の波長を λ (R ≫ λ)

とすると，

γµν = O(1), γµν,α = O

(
1

R

)
, γµν,αβ = O

(
1

R2

)
(12)

hµν = O(h), hµν,α = O

(
h

λ

)
, hµν,αβ = O

(
h

λ2

)
(13)

となるので，

R (1)
µν = 0 (14)

R (0)
µν + ⟨R (2)

µν ⟩ = 0 (15)

R (2)
µν − ⟨R (2)

µν ⟩+ ⟨R (3)
µν ⟩+ · · · = 0 (16)

このように分けることができる．(14)式を波動成分，

(15)式を平均成分，(16)式を高次揺らぎ成分という．

(15)式に着目すると，アインシュタインテンソルGµν

について ⟨R (2)
µν ⟩を用いて表すことが出来る．

G (0)
µν = R (0)

µν − 1

2
γµνR

(0)

= −
(
⟨R (2)

µν ⟩ − 1

2
γµν⟨R (2)⟩

)
≡ 8πG

c4
tGW
µν (17)

ここで前述で求めた ⟨R (2)
µν ⟩を用いることが出来る．

TTゲージで指定された条件 hµν
|ν = 0と h = 0より，

(9)式と (10)式は簡単にすることができ，

⟨R (1)
αβ ⟩ = 0 (18)

⟨R (2)
αβ ⟩ = −1

4
⟨hµν

|βhµν|α⟩ (19)

⟨R(2)⟩ =
1

4
⟨hµνh α

µν|α ⟩ = 0 (20)

よって tGW
µν は，TTゲージでは h0µ = 0であること

を考慮すると、

tGW
µν =

c4

32π
⟨hTT

αβ|µh
TTαβ

|ν ⟩

=
c4

32π

⟨
hTT
ij|µh

TTij
|ν

⟩
(21)

となり，アイザックソンの式が得られる．

3 f(R) theory

次に f(R)重力理論の場合について紹介する．一般

相対論では作用を

S =
1

2κ2

∫
d4x

√
−gR+

∫
d4xLM (22)

とするが，この式は f(R)重力理論では

S =
1

2κ2

∫
d4x

√
−gf(R) +

∫
d4xLM (23)

とする．LM は物質場についてのラグランジアンで

ある．これを gµν について変分を行い，

f = f −R , F =
df

dR
(24)

とすると

Gf(R)
µν = Gµν + FRµν − 1

2
gµνf

−∇µ∇νF + gµνg
ρσ∇ρ∇σF

= κ2T (0)
µν (25)

が得られる．G
f(R)
µν は一般相対論におけるアインシュ

タインテンソルであり，G
f(R)
µν は修正されたEinstein

テンソルを表している．＃式では一般相対論でのア

インシュタイン方程式に f(R)の寄与による項が加え

られていることがわかる．これが f(R)理論によって
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修正されたアインシュタイン方程式である．ここでこ

の修正されたアインシュタイン方程式から Isaacson

の方法と同様にしてオーダーごとに式を分解してい

くと，f(R)重力理論でのエネルギー運動量テンソル

は (25)式からO(1)の部分を取り出すことで得られ，

κ2T (eff)
µν = −

⟨
(1 + 2cR[g0])R(2)

µν [h]−
1

2
g(0)µν S1

+2c{(R(3)[h]− hρσRρσ[g
(0)])R(1)

µν [h]

+S1(Rµν [g
(0)] +R(2)

µν )}

− c

2
g(0)µν (2R[g(0)] + S1)S1

+2c(−g(0)µν h
ρσ)(∇ρ∇σR

(3)[h]

−Rαβ [g
(0)]∇ρ∇σh

β)

⟩
(26)

となる．

4 Scalar-tensor theory

さらに，scalar-tensor理論の中の Brans-Dicke理

論を扱う．Brans-Dicke理論では，作用を

S = 1
κ2

∫
d4x

√
−g

{
1
2ϕR− ωBD

2ϕ ∇aϕ∇aϕ− V (ϕ)
}

+
∫
d4xLM (27)

とする．この式において，ϕは無次元のスカラー場

であり，ωBD は Brans-Dickeパラメータと呼ばれる

定数であり，ここでは

ωBD = 0 (28)

とする．V (ϕ)はポテンシャルを表しており，

V =
F (R)R− f(R)

2
(29)

であり，ϕは，

ϕ = F (R) ≡ df(R)

d(R)
(30)

であるとすると，

□ϕ− 1

2ϕ
∇µϕ∇µϕ = κ2T

(0) µ
ϕ µ (31)

ϕ(Rµν − 1

2
gµνR)−∇µ∇νϕ

+gµν(g
ρσ∇ρ∇σϕ+ V (ϕ)) = κ2T (0)

µν (32)

ここで，ϕを短波長の摂動の項を含めたものに拡張

すると，

ϕ = ϕ0+, ϕ (33)

この , ϕについて，gµν = γµν + hµν の場合では

□hµν = 0 (34)

の波動方程式が導出されたことから，

□, ϕ = 0 (35)

が運動方程式であることがわかる．さらにこれより

R(1)[h] =
3

ϕ(0)
□, ϕ = 0 (36)

R(1)[h]µν =
1

ϕ(0)
∇µ∇ν , ϕ (37)

が得られるので，結果として scalar-tensor理論での

エネルギー運動量テンソルは

κ2T (eff)
µν = − < ϕ0R

(2)
µν [h]+, ϕR(1)

µν [h]

−g(0)µν h
ρσ∇ρ∇σ, ϕ > (38)

となる．

5 Discussion and Conclusion

ここまで修正重力理論における短波長摂動でのエ

ネルギー運動量テンソルの導出を紹介してきた．初

めに述べたように，修正重力理論には f(R)重力理

論や scalar-tensor理論以外にもいくつもの種類があ

る．例えば Galileon重力理論では作用 S は，

S =

∫
d4x

√
−g[

M2
pl

2
F (ϕ)R+K(ϕ,X)

−G(ϕ,X)□ϕ+ Lm] (39)

と表される．ここで，

M2
pl = (8πG)−

1
2 , X = −1

2
(∇ϕ)2 (40)

であり，K(ϕ,X)と G(ϕ,X)は ϕと X の関数であ

る．K(ϕ,X)とG(ϕ,X)の 2つの関数について具体

的な表式を与えると，f(R)重力理論やスカラーテン

ソル理論での手法を参考にすることができる．また，
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Gravitonの質量は 0であるとされているが，質量を

持つ場合のmassive gravitonの振る舞いについても

議論が行われている．この場合のエネルギー運動量

テンソル T effµν がどのような振る舞いをするのか

を調べることは今後の研究において非常に有益であ

ると考えられる．
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