
2013年度 第 43回 天文・天体物理若手夏の学校

Lagrange multipliersを用いたスカラー・テンソル理論による

宇宙定数問題の理解

小川 達也 (大阪市立大学大学院 理学研究科)

Abstract

アインシュタインの導入した宇宙項はエネルギー運動量テンソルへの寄与とみなすことができる。この宇宙

項から導き出される、真空のエネルギー密度は一定値を持つ。このとき、宇宙定数は空間の持つ体積そのも

のが持つエネルギー、つまり真空のエネルギーとみなすことができるが、単純に量子場の真空エネルギー密

度を宇宙定数の起源であるとすると、観測値との間に１２３桁以上もの食い違いが現れてしまう。これが宇

宙定数問題である。この宇宙定数問題を理解するための一つの方法が、Lagrange multipliersを用いたもの

である。本発表ではこの方法について論じた、Diego Saez-Gomesの論文のレビューを行う。

1 フリードマン方程式

宇宙には特別な場所も、特別な方向も存在しない

という宇宙原理を満たす時空の計量は、「フリード

マン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー計量

(FLRW)」であり、

ds2 = −c2dt2+a2(t)[
dr2

1−Kr2
+r2(dθ2+sin2θdϕ2)]

(1)

と表される。ここで、a(t)はスケール因子と呼ばれ、

宇宙の膨張あるいは収縮の度合いを表すものである。

これを用いて表される一様等方時空におけるアイン

シュタイン方程式は、「フリードマン方程式」と呼

ばれ、

(
ȧ

a
)2 =

8πG

3c2
ρ− cK2

a2
(2)

で表される。

2 宇宙定数とダークエネルギー

アインシュタインは定常宇宙を実現するために、宇

宙項を付け加えアインシュタイン方程式を修正した。

この修正を施すとフリードマン方程式は

(
ȧ

a
)2 =

8πG

3c2
ρ− cK2

a2
+

c2Λ

3
(3)

ä

a
= −4πG

3c2
(ρ+ 3p) +

c2Λ

3
(4)

となる。観測的に膨張宇宙が確認され、定常宇宙は

否定されたが、宇宙項をエネルギー運動量テンソル

への寄与とみなすことで

ρA =
c4Λ

8πG
, pA = − c4Λ

8πG
(5)

を持つことがわかる。宇宙膨張の加速を説明するた

めには ρ + 3p < 0 を満たすような新しい流体成分

の存在が必要となる。この一般化された流体成分を

「ダークエネルギー」と呼ぶ。

3 宇宙定数問題

宇宙項によって導き出される真空のエネルギー密

度は

ρA =
c4Λ

8πG

である。宇宙定数は空間の持つ体積そのものが持つ

エネルギー、つまり真空のエネルギーとみなすこと

ができる。しかし、単純に量子場の真空エネルギー

密度を宇宙定数の起源とすると、観測地との間に１

２３桁以上もの食い違いが現れてしまう。これが「宇

宙定数問題」である。
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4 Lagrange multipliers を用い

た、スカラー・テンソル理論

作用を

∫
d4x

√
−g{ R

2κ2
− ω(ϕ)

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ)

−λF (ϕ, ∂µϕ∂
µϕ, · · · ) + Lm} (6)

とする。ここで κ = 8πG,λは Lagrange multipliers

である。Lagrange multipliersはスカラー場として振

舞う。メトリック gµν を用いてこの式を書き換え、λ

について変分をとることで、スカラー場 ϕの方程式

F (ϕ, ∂µϕ∂
µϕ, · · · ) = 0 (7)

が得られる。制限の効果を見るために、簡単な例を

考える。すると (7)は

F (ϕ, ∂ϕ∂
ϕ, · · · ) = F (ϕ) = 0 (8)

この方程式を解くことで得られる解は、定スカラー

場 ϕ(t) = ϕ0 を与える。ゆえに、エネルギー運動量

テンソルは効果的な宇宙定数 T
(ϕ,λ)
µν = −gµνV0 を与

える。

非定スカラー場の場合、

F (ϕ, ∂µϕ∂
µϕ, · · · ) = 1

2
∂µϕ∂

µϕ+ U(ϕ) = 0 (9)

を考える。今考えている限りにおいて、スカラー場

は時間のみに依存するので ϕ = ϕ(t)である。このこ

とにより (9)は

1

2
ϕ̇2 − U(ϕ) = 0 → dϕ√

2U(ϕ)
= ±dt (10)

となる。メトリック

ds2 = −dt2 + a(t)2
3∑

i=1

dxi2 (11)

と (10)により、FLRW方程式は

H2 =
κ2

3
[(ω(ϕ) + 2λ)U(ϕ) + V (ϕ) +

∑
i

ρi]

−3H2−2Ḣ = κ2[ω(ϕ)U(ϕ)−V (ϕ)+
∑
i

ωiρi] (12)

となる。

5 宇宙定数の緩和

(12) の二番目の式で記述される FLRW 宇宙を考

える。

− 1

κ2
(3H2+2Ḣ) = ωmρm−ρvac+

1

2
ϕ̇2−V (ϕ) (13)

ここで、ρmは物質によるエネルギー密度、ρvac = Λ
κ2

は真空のエネルギー密度であり、ω(ϕ) = 1で与えら

れる定数の運動エネルギー項を考えている。このと

き、時間に依存する効果的な宇宙定数を定義し、

Λeff (t) = Λ−κ2(
1

2
ϕ̇2−V (ϕ)) = Λ−κ2(U(ϕ)−V (ϕ))

(14)

適切なスカラーポテンシャルにより、(13)は

−3H2 − 2Ḣ = κ2ωmρm − Λeff (15)

となる。

ここから、具体的なポテンシャルの形を与えて考

えていく。ポテンシャルの形は

• U(ϕ) =
Λϕ

κ2 + V (ϕ)

• U(ϕ) = 2V (ϕ) = 1
2m

2ϕ2

• U(ϕ) = ϕ2

2 , V (ϕ) =
ϕ2
0κ

2(αϕ2+ϕ2
0)−2Λϕϕ0(ϕ−ϕ0t0)

2κ2(αϕ2−ϕ2
0)

を考える。
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