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Abstract

projectabilityと任意の結合定数 λを持つ Hořava-Lifshitz重力で球対称流体の重力崩壊を考える。そのた

めにまず星の表面での junction条件を ill-definnedな項が現れないように与える。その後一様等方な完全流

体で重力崩壊を考える。その際星の外部の領域は静的時空を仮定する。考える完全流体を圧力がないものだ

として、運動方程式、拘束条件、junction条件を考えると λ = 1の時のみ条件を満たすことがわかる。この

とき外部の時空は Schwartzschild (anti) de Sitter 解になることがわかる。

1 Introduction

Hořava-Lifshitz(HL)重力は近年量子重力理論の一

つのモデルとして研究されている。このモデルによ

ると、高エネルギー領域では Lorentz対称性が破れ

時間と空間の対称性が破れることになる。このよう

に時間と空間を対等に扱わない理由は理論の繰り込

み可能性と unitary性にある。今 Lorentz不変な理論

でかつ、UV領域で主要になる項が power counting

で繰り込み可能になるために Lagrangianの中に高階

微分の項を入れる。すると時間と空間の対称性から

時間の高階微分の項が入ることになるが、この項が

理論の unitary性を壊してしまうことが知られてい

る。つまり繰り込み可能で unitaryな重力理論を考

えようとすると Lorentz不変性が破れた理論が必要

になってくる。Lorentz不変性がUV領域で破れると

き、時間と空間の非等方性が出てきて、時間と空間

のスケール変換で

x → lx t → lzt (1)

となる。3+1次元時空の HL重力は Z ≥ 3であれば

(単純な次元解析の意味で)繰り込み可能である。今

回は z = 3の場合を考える。IR領域で理論が z = 1

となり、Lorentz不変性があらわれることが期待され

る。

general covariant な HL 重力で projectabilityN =

N(t)と任意の結合定数 λを持つ理論で重力崩壊を考

える。この理論は U(1)⋉Diff(M,F )の対称性を持

つ理論である。(ここで⋉は群の半直積の意味で以下
のように定義される。:群 Gの正規部分群 Hと Gの

部分群 Kがあって、G = HK かつH ∩K = {e}を
満たすときGをHとKの半直積といいG = K ⋉H

またはG = H⋊Kと書く。) Hořaraが提案した当初

は対称性はDiff(M,F )だった。この最初の理論で

はMinkowskiのバックグランドで spin0モードが現

れて、不安定であることがわかった。また spin0モー

ドに関わる問題として強結合の問題や重力 sectorで

伝搬速度が異なる問題なども出てきた。そこで spin0

モードを取り除くためU(1)対称性を課すことが提案

された。量子重力理論が量子効果によって重力崩壊に

よる特異点形成を阻止してくれることが期待されて

いることからこのような理論で重力崩壊を考えるこ

とには意味がある。ただし今回はあくまで古典論で

重力崩壊を考えその性質を調べることにする。この集

録では紙面の都合上で最低限必要な式以外は省略す

る。必要があれば参考文献 [Greenwald et al (2013)]

を参照して欲しい。

2 General CovariantなHL重力

ここで考える理論モデルを簡単にまとめておく。力

学変数は (N,N i, gij , A, ϕ)である。(ここで i, j は空

間の添字) 理論に以下の対称性を課す。
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Diff(M,F )対称性

δN = ζk∇kN + Ṅf +Nḟ

δNi = Nk∇iζ
k + ζk∇kNi + gik ζ̇

k + Ṅif +Niḟ

gij = ∇iζj +∇jζi + f ˙gij

δA = ζi∂iA+ ḟA+ fȦ

δφ = fϕ̇+ ζi∂iφ

(2)

U(1)対称性

δαA = α̇−N i∇iα δαφ = −α

δαN = ∇iα δαgij = 0

δαN = 0

(3)

全体の作用は以下の通り。

S = ζ2
∫

dtd3xN
√
g(LK−LV −Lϕ−LA−Lλ+ζ−2LM )

(4)

ここで g = det(gij) で主要な Lagrangian は以下の

通り。

LK = KijK
ij − λK2

Lφ = φGij(2Kij +∇i∇jφ)

LA = A
N (2Λg −R)

Lλ = (1− λ)((∇2φ)2 + 2K∇2φ)

(5)

またここで

Kij =
1

2N (−ġij +∇iNj +∇jNi)

Gij = Rij − 1
2gijR+ Λggij

(6)

さらに

LV = ζ2g0 + g1R+ ζ−2(g2R
2 + g3R

ijRij)

+ζ−4(g4R
3 + g5RRijR

ij + g6R
i
jR

j
kR

k
i )

+ζ−4(g7R∇2R+ g8(∇iRjk∇iRjk)

(7)

である。IR領域で一般相対論を再現するため

g1 = −1 ζ2 =
1

16πG
(8)

ととる。(G は重力定数) また LM は物質の La-

grangian 密度である。さらに Λ ≡ 1
2ζ

2g0 とする。

以上が今回考える作用である。

この作用で gij について変分をとると運動方程式が

出てくる。またN(t),N iについて変分をとるとそれ

ぞれHamiltonian拘束条件、super-momentum拘束

条件が出てくる。また φ,Aについて変分をとっても

拘束条件が出てくる。

これらの式の導出の際に物質と gij ,φ,N ,Ni,Aとの結

合を特徴づける以下の量が出てくる。

J i ≡ −N δLM

δNi
Jφ ≡ − δLM

δφ

JA ≡ 2 δ(NLM

δA τ ij ≡ 2√
g

δ(
√
gLM )

δgij

(9)

これらの量は保存則を満たす。

一般相対論で定義される 4次元エネルギー運動量テ

ンソルに相当するのは

g
(4)
00 = −N2 +N iNi, g0i = Ni, g

4
ij = gij (10)

としたときの

Tµν =
1√
−g(4)

δ(
√
(−g(4)LM

δg
(4)
µν

(11)

である。例えば相対論的極限で J t は −ρH となる。

(ρH は物質のエネルギー密度)

3 球対称時空

球対称な時空を考える。座標は球座標 (r, θ, ϕ)を

とる。このときN,Ni, gij は以下のようにかける。

N = 1 N i = δire
µ(r,t)−ν(r,t)

gijdx
idxj = e2ν(r,t)dr2 + r2dΩ2

(12)

またU(1)変換の自由度を使って φ = 0とできる。さ

らに球対称性から

J i ≡ e−(µ+ν)(v, 0, 0) (13)

とおけ、

τij = e2νprδ
r
i δ

r
j + r2pθΩij (14)

とできる。この式を先の運動方程式と拘束条件に代

入すると µ, ν の時間発展と満たすべき拘束条件が得

られる。

4 Junction条件

星の重力崩壊を考えるにあたって星の表面上での

力学変数の接続条件を考える。まず星の外部をM+、
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内部をM−、表面をΣとする。M+とM−の領域を

あわせてM とする。また時刻 tでの星の半径をR(t)

とかく。Φ(t, r) ≡ r−R(t)とすると星の表面の方程

式は Φ(t, r) = 0となる。

M 上の関数 Fは以下の形にかけると考えられる。

F = F+H(Φ)+F−(1−H(Φ))+

n∑
k=0

F Im(k)δ(k)(Φ)

(15)

ここで

H(Φ) =

1 (Φ > 0)

1/2 (Φ = 0)

0 (Φ < 0)

(16)

でHeaviside関数である。また F+と F−は各々M+

とM−上の滑らかな関数である。各々のM 上の関数

µや ν が式 (15)のような形でかけると考えられる。

そこでまず前節で求めた場の方程式で式が well-

defined になるように Σ 上での µ、ν 振る舞いを決

める。方程式を立てたときに δ2(Φ)などのような ill-

definedな項が出ないためには次のように設定すれば

よい。

1. µ,ν は Σを除いてM+,M− 上で C5 関数

2. µは Σをまたぐ際には C0 関数

3. νはΣをまたぐとき tについてはC0,rについて

は C2 関数

このとき µと ν は以下のようにかける。

µ = µD = µ+H(Φ) + µ−(1−H(Φ))

ν = νD = ν+H(Φ) + ν−(1−H(Φ))
(17)

ここで µ+ と ν+ はM+ 上の C5 関数、µ− と ν− は

M− 上の C5 関数である。さらにこれと場の方程式

を使うことで Junction条件が出てくる。

5 一様な完全流体の重力崩壊

一様な完全流体中のmetricは次のようにかけるこ

とが知られている。

ds2 = −dt2 + a(t)2(
dr̄2

1− kr̄2
+ r̄2dΩ2) (18)

これと式 (12)を比べる。

ν−(t, r) = −1
2 ln(1− k r2

a(t)2 )

µ−(t, r) = ln( −ȧ(t)r√
a2(t)−kr2

)
(19)

ここで r = a(t)r̄ の対応がある。完全流体として特

に p−θ = p−r = p−(t),v = 0となるものを考える。ν

に対する各々の変数の junction条件から k = 0とな

る。このとき

ν−(t, r) = 0 µ−(t, r) = ln(−rH) (20)

となる。(H ≡ ȧ(t)/a(t)) あとは運動方程式と拘束条

件と junction条件を使って、各々の変数の時間発展

を求める。今回は簡単のため Λ−
g = 0 ,Λ+

g = 0とす

る。以下では λ = 1と λ ̸= 1で場合分けして考え、

簡単に結論のみを述べる。

5.1 λ = 1の場合

λ = 1の場合には静的真空球対称な (外部)解は

µ+ = µ+(r) = 1
2 ln(

2m+

r + 1
3Λr

2 − 2A+(r)

+2
r

∫ r

r0
A+(r′)dr′)

ν+ = 0

(21)

ここでm+と r0は定数でA+は関数形は決まってい

ない rのみの関数である。内部の流体の圧力は 0と

する。

p−r = p−θ = 0 (22)

このとき運動方程式の解は

a(t) =
a0cosh

2/3(
√
3Λ(t−t0)

2 ) Λ ̸= 0

a0(t− t0)
2/3 Λ = 0

(23)

となる。ここで a0 と t0 は定数である。

Λ > 0のときには

R(t) = R0cosh
2/3(

√
3Λ

2
(t0 − t)) (24)

また

A(t, r) = A0 (25)

ここで A0 はある定数。Kの外部解は

K+(r) = eµ
+(r)(µ+

,r(r) +
2

r
) (26)
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となる。さらに

µ+ =
1

2
ln(

2M

r
+

Λr2

3
) (27)

が得られる。(M = −ΛR3
06) これは質量M < 0、宇

宙定数Λの Schwartzschild-de Sitter解そのものであ

る。t < t0で dustは収縮し t → t0でR(t) → R0と

なり、K+ → ∞となる。
Λ < 0の場合を述べる。このときには

R(t) = R0cos
2/3(

√
3∥Λ∥
2

(t− t0)) (28)

となる (R0 は定数) また µ+ は

µ+ =
1

2
ln(

2M

r
− ∥Λ∥

3
r2) (29)

となる。(M ≡ ∥Λ∥R3
0/6) これは Schwartzschild-

anti-de Sitter 解そのものである。µ が実数である

ために r ≤ R0 が条件になる。r = R0 で K+

が発散する。よって r ≤ R0 を満たす範囲内で場

の方程式や拘束条件、junction 条件は満たされる。

t = ts ≡ t0 + π/
√
3∥Λ∥でRts = 0となり星は中心

の特異点に崩壊する。

Λ = 0の場合には

R(t) = R0(t0 − t)2/3 (30)

となる。(R0 は定数) また

µ+ =
1

2
ln(

rg
r
), ν+ = 0, N+ = 1 (31)

となる。(rg ≡ 4R3
0/9) これは Painleve-Gullstrrand

座標での Schwartzschildの解そのものである。t = t0

でR(t0) = 0となり星は特異点に達する。

5.2 λ ̸= 1の場合

a(t)に対する運動方程式を考えると時間発展は以

下のようになる。

a(t) =

a0cosh
2/3(ω(t− t0)) Λ ̸= 0, λ ̸= 1

3

a0(t0 − t)2/3 Λ = 0, λ ̸= 1
3

a(t) arbitrary λ = 0, λ = 1
3

(32)

ここで ω ≡
√

3Λ
2(3λ−1) で、a0,t0は定数である。しか

しほかの拘束条件や junction条件を考えるとこの場

合解がないことがわかる。

6 結論

今回はCovariantで projectabilityを満たすHL理

論を扱った。また星の重力崩壊を考える際に必要と

なる junction条件について述べ、それを使って dust

の重力崩壊を考えた。その結果、λ = 1の時のみ重

力崩壊の解がありそのとき外部解は Schwarzschild

(anti-)de Sitter解になった。
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