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NLSMに従うスカラー場から放出される重力波
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Abstract

宇宙初期のインフレーションの証拠の一つとして scale invariantな重力波があげられる。この重力波はイン
フレーションが空間の歪みを引き延ばしたものであるが、この過程以外にも scale invariantな重力波が発生
する場合がある。それが一様等方な宇宙で Non Linear Sigma Model(NLSM)に従う場合のN 個のスカラー
場である [3]。本研究のモチベーションは scale invariantな重力波がインフレーションによるものか NLSM

によるものかを区別することである。そのために NLSMの特性とそれに伴う重力波のスペクトルを調べた。
また NLSMは場の数が十分大きなときに確かなモデルであって、場の数 N が有限の場合については場の振
る舞いを確かめる必要があるため、シミュレーションを用いて確かめた。その結果、場の数が少ない場合に
ついても N 個のスカラー場は NLSMの特性を失わず、このときの重力波のスペクトルは NLSMでの重力
波のスペクトルと定数倍の関係があることがわかった。以上により NLSMによる重力波の解とその振る舞い
がわかったので、今後 NLSMの重力波が CMBの Cl に与える影響を調べる。

1 Introduction

NLSMから放出される重力波の特性を知るため、
ここではNLSMと導出される重力波について述べる。

1.1 Non Linear Sigma Model

NLSMとは場の数N が十分大きい場合、O(N) 対
称性を持った場が相転移した後の、場の振る舞いを
表すモデルである。ここで N ≤ 3では topological
defectができてしまうため、N > 3 として考える。
このときポテンシャルと、場が満たすべき方程式は

V (φ) =
λ

4
(
φ2 − v2

)2
(1)

∇µ∇µφa − ∂V (φ, T )
∂φa

= 0 (2)

とで書ける。ここで φa はスカラー場,aは 1 ∼ N ま
での場に対応する添字,φ2 は N 個のスカラー場 φa

の二乗和,λは結合定数,v は場の真空期待値である。
NLSMでは相転移を起こして真空に落ちた後の場の
物理を考えるので、φ2 = v2 として規格化された場
βa = φa/v を考えると、場の運動方程式は O(N−1)
の正確さで以下のように書き換えられる。

∇µ∇µβa + (∇µβi) · (∇µβi)βa = 0 (3)

これが NLSMに従う N 個のスカラー場が満たすべ
き方程式である。またこの方程式は一様等方かつ平
坦な宇宙の仮定の下 (ds2 = a2(−dη2 + δijdxidxj))
でO(N−1)の正確さで解析的に解くことができ、波
数空間での解は

βa(k, η) =
√

A

(
η

η∗

)3/2
Jν(kη)
(kη)ν

βa
k(k, η∗) (4)

A =
4Γ(2ν − 1/2)Γ(ν − 1/2)

3Γ(ν − 1)
(5)

となる [1]。η は conformal time で、解は γ =
d ln a/d ln η が定数の場合有効である。ここで ν =
γ + 1,Aは規格化定数,βa

k(k, η∗)は相転移が終わった
時刻での規格化された場の波数空間での分布で、空間
的にはランダムである。実空間での解は、(4)をフー
リエ変換することで得られる。

1.2 Gravitational wave from NLSM

NLSMに従う場は相転移直後、N − 1次元の field
space上でランダムに分布している。場がホライズン
に入ると field space上で場の配位をそろえ始める。
これに伴ってその時刻のホライズンスケールに対応
する波数の重力波を放出する。特に輻射優勢期にある
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スカラー場が放出した重力波は scale invariantであ
る。まず、metricの揺らぎを以下のように定義する。

gµν = a2(η) (ηµν + 2hµν) (6)

これを用いて、スカラー場をソースとする波数空間
でのアインシュタイン方程式は

h′′
ij(k, η)+2Hh′

ij(k, η)+k2hij(k, η) = 8πGΠij(k, η)
(7)

と書ける。ここで prime は conformal time での微
分である。このとき右辺の量は先のNLSMの解を用
いて、

Πij(k, η) = Λij,lm(k̂)
∫

d3q

(2π)3
qlqmφa(q, η)φa(k−q, η)

(8)
とかけ、ここで Λij,lm(k̂)は traceless transvers part
への射影である [1]。また、φa = vβa である。また
この方程式は γ = d ln a/d ln ηが定数の場合に解け、
以下のような解が得られる。

hij(k, η) =
8πG

a(η)

∫ ∞

η∗

dτ G(k, η, τ)a(τ)Πij(k, τ)

(9)
ここで G はグリーン関数 [2]で

G(k, η, τ) = kητ [jγ−1(kτ)nγ−1(kη)

− nγ−1(kτ)jγ−1(kη)] (10)

jν , nν はそれぞれ球ベッセル関数と球ノイマン関数
である。これを用いて重力波の表式を書くと、〈

hij(k, η)h∗
ij(q, η)

〉
= (2π)3 |h|2 (k, η)δ(k−q) (11)

となり、重力波の sub-horizon scaleでの各波数のス
ペクトルは

ΩGW (k, η) =
1
ρc

dρGW (k, η)
d ln k

(12)

=
k3|h′|2(k, η)
2(2π)3Ga2ρc

=
k5|h|2(k, η)
2(2π)3Ga2ρc

(13)

と書ける。ここで ρc は臨界密度である。

2 Simulation

Introductionで述べた場の解 (4)は、場の数N が
十分大きい場合についての解である。そのため場の
数が有限のときはシミュレーションにより場の振る
舞いを確かめる必要がある。今回、時間発展はリー
プフロッグ法で記述し、(2)式を格子シミュレーショ
ンを用いて解いた。実際に用いた式は (2)をあらわ
に書いて

a−2

((
∂2

∂η2
−∇2

)
φa +

2
a

da

dη

∂

∂η
φa

)
+

∂V (φ)
∂φa

= 0

(14)
である。このとき、格子数は一辺 64格子、境界条件
としては周期的境界条件を用いた。場の初期条件とし
ては φ2 = v2を満足するよう、N −1次元 field space
上でランダムな値をとらせた。シミュレーション開
始時刻は、各格子点が隣の点と格子点と相互作用し
ていない時刻、つまり開始時のハッブル長が格子点
間隔の半分になる時刻とした。また、シミュレーショ
ン終了時刻は、境界条件として周期的境界条件を用
いたため、各格子点が自分自身と相関を持たないよ
うに、ハッブル長がシミュレーションボックスの 1/4
になる時刻とした。ここでは輻射優勢期と物質優勢
期に分けてシミュレーションを行った。
重力波が以下の量の二乗に比例するため、以下の量
をシミュレーションにより見積もり、NLSMに従う
場合と比較した。

〈(∇µβi)(∇µβi)〉 = T (η) = 3
(

γ +
1
4

)
a−2η−2

(15)

2.1 Results

(15)式より以下の値は時間に対して定数になるは
ずである。

a2η2 〈(∇µβi)(∇µβi)〉 = 3
(

γ +
1
4

) (
1 + O(N−1)

)
(16)

ここでNLSMの解はO(N−1)で正しいので、NLSM
の解の値に対してO(N−1)の不正確さを付け足した。
輻射優勢の場合 γ = 1,物質優勢の場合 γ = 2とな
るので、NLSMに従う場合 (16)式の値は輻射優勢期
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は 3.75,物質優勢期は 6.75となるべきである。そこ
で輻射優勢、物質優勢それぞれの場合について、場
の数Nが 4 ∼ 7の場合で時間に対する (16)式の値を
シミュレーションし図 1,2に示した。図 1,2からわか
るように輻射優勢、物質優勢どちらの場合も (16)式
の値は時間に対して定数として振る舞っていること
がわかる。

 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7
 8
 9

 10

 0  100  200  300  400  500  600

a2 η2 (∇
µβ

)(
∇

µ β)

t/Hi

N=4

N=5
N=6

N=7

図 1: 輻射優勢の 9realization平均。
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図 2: 物質優勢の 33realization平均。図 1,2では x軸
は初期のハッブル時間で規格化された実時間, y軸は
a2η2 〈(∇µβi)(∇µβi)〉上から場の数が 4,5,6,7個の場
合となる

シミュレーションにより求めた場の数がN 個の場
合の (15)式の値を TN (η)、場が NLSMに従う場合
の (15)式の値を T (η)として、その二乗の比∣∣∣∣TN (η)

T (η)

∣∣∣∣2 (17)

を求めた。今回それぞれの場の数 N について (16)
式の値は時間に対して定数となったので、NLSMに
従う場合との比である (17)式も定数となる。以下に
(17)式の値を輻射優勢期と物質優勢期に分けて表と
して示す。表 1でN は場の数、rad,matはそれぞれ
輻射優勢期、物質優勢期に対応する。

表 1: 各場の数に置ける |TN/T |2

|TN/T |2 N = 4 N = 5 N = 6 N = 7

rad 5.6 3.3 2.4 2.2

mat 4.2 2.6 2.0 1.8

3 Discussion

この節ではNLSMから放出される重力波のスペク
トルとその立ち上がりの波数、またシミュレーショ
ンで見たスカラー場の振る舞いの重力波への影響を
議論する。

3.1 Gravitational wave

(13)式に示した重力波のスペクトルを輻射優勢期
については [1]で行われているように、物質優勢期に
ついても解析的に計算して求めた。場の数N につい
ての重力波の表式は、

Ωrad
GW(k, η0) = 5.0 × 10−3 1

N
·
(

v

MPl

)4

(18)

Ωmat
GW(k, η0) = 6.1×10−2 1

N
· 1
(kηeq)2

·
(

v

MPl

)4

(19)

ここでMPl = 1/
√

Gでプランク質量, η0 は現在の
conformal time, ηeq はmatter-radiation equalityの
conformal time.またmatter-radiation equalityのと
きの波数 keq(keqηeq = 1)は

keq = 0.022 Mpc−1 (20)

ここでは Ωrad = 8.4 × 10−5, aeq ∼ 3000−1 の値を用
いた。このとき重力波のスペクトルは図 3のように
描ける。ここでスペクトルの大きさは場の数と真空
期待値によって変わるが、スペクトルの立ち上がり
の波数は sub − Mpc−1 程度となることがわかる。
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図 3: 場が N = 4の場合の重力波。下から場の真空
期待値が v = 10−4MPl, v = 10−3MPl, v = 10−2MPl

の場合。最上部は v = 10−2MPl の場合に対してシ
ミュレーションから得た定数倍を考慮したもの。

3.2 Simulation 結果の考慮
simulationの節で述べた (16)式の値が有限の場の
数 Nでも時間に対して定数になることは、場の数が
少ない場合でも (15)式の振る舞いは NLSMに従う
ということを示している。また、スペクトルの大き
さが異なることは式 (15)の値が定数倍されていると
見ることができる。表 1を見ると場の数N が少ない
ときの方がNLSMとシミュレーションのずれが大き
いことがわかる。この効果は以下の理由により重力
波に寄与する。
重力波のスペクトルは (8),(9),(13)式をみてわかる
ように、(15)式の二乗という量を含んでいる。これに
より、実際の場の振る舞いとNLSMの場の振る舞い
とは (16)式の値倍の差がある。従って、NLSMでの
重力波のスペクトルを ΩGW(k, η0), シミュレーショ
ンによる差を含めた重力波を Ω̃ rmGW (k, η) とする
と、表式は

Ω̃GW(k, η0) =
∣∣∣∣TN

T

∣∣∣∣2 ΩGW(k, η0) (21)

とかける。この補正を考えて場の真空期待値が v =
10−2MPlの場合について重力波のスペクトルを書き
換えると図 3の最上部ようになる。このときスペク
トルの振幅は定数倍されて、輻射優勢期と物質優勢

期で定数倍の値が違うので立ち上がりの波数に影響
する。しかし、この場合も重力波の立ち上がりの波
数は sub − Mpc−1 程度となる。

4 Summary & Conclusion

本研究ではNLSMの振る舞いの特性と、それによ
る重力波について見ることができた。
まず、NLSM から導いた重力波のスペクトル

(18),(19)は場の真空期待値や場の数によって振幅が
変わるが、輻射優勢期の重力波と物質優勢期の重力
波の境目は変わらないことがわかった。これを踏ま
えて、図 3を見ると場の数や場の真空期待値によら
ず重力波の立ち上がりの波数は sub − Mpc−1程度と
なることがわかる。
次に、場の数が少ない場合についてもN 個のスカ

ラー場の振る舞いは、NLSMで得た場の解の振る舞
いと類似していることがわかった。さらに、このと
き重力波のスペクトルはNLSMで得た重力波のスペ
クトルに対して定数倍の関係で与えられることがわ
かった。場の数によるNLSMとの差は場の数が少な
いほど顕著に現れている。図 3を見ると、このとき
も重力波の立ち上がりの波数は sub − Mpc−1程度と
なることがわかる。
また、(8)(9)式からわかるように重力波は traceless

transverse partのみで寄与する。これは重力波が四
重極子の成分しか持っておらず、CMBに対してテン
ソルモードで寄与することを意味している。今後の目
標としては、NLSMの重力波によるメトリック hµν

の一般形 (9)式が求まったので、これをテンソルモー
ドで展開して、NLSMの重力波がCMBのClに与え
る影響を見積もり、インフレーション由来の重力波
との違いを見ていく。
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