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　　　距離の逆n乗項をもつ一般化した弱場の静的球対称計量から求める

重力レンズの曲がり角
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Abstract

我々は重力レンズによる光の曲がり角において、代表的な時空である Schwarzschildブラックホール（SBH）

と Ellisワームホール (EWH)における光とレンズ天体との距離 rの次数（距離依存性）が異なることから、

球対称かつ弱重力場な時空において r の逆 n 乗項 (n は正の実数) によって時空構造が表されるより一般化

された光の曲がり角を導出した。この距離依存性についてより一般化された光の曲がり角によって、SBHや

EWHなどの既に知られている球対称時空の曲がり角を再現すると同時に、球対称時空での曲がり角につい

てより一般的な議論も可能になった。

1 Introduction

一般相対論の予言する現象の一つに重力レンズが

ある。重力レンズとは光源となる天体から出た光が

経路付近にある天体（レンズ天体）の重力によって

その軌道が曲げられて観測者へ届く現象で、1919年

の皆既日食時に Eddingtonによって太陽による重力

レンズが観測されている。現在ではレンズ天体がブ

ラックホールや、銀河団などと考えられる重力レン

ズが観測されている。

重力レンズはレンズ天体の時空構造によって起こ

るため、現在直接観測が難しい「見えない」時空構

造を調べることが可能であり、これを利用した銀河

団の質量推定や太陽系外惑星の探査が盛んに行われ

ている。重力レンズによってどれだけ光が曲がった

かを表すには光の曲がり角が用いられ、重力レンズ

の議論で重要な量である。

重力レンズを起こす代表的な時空として、

Swarzschildブラックホール (SBH)がある。これに

よる光の曲がり角 αは

α =
2rg
b

+O
(
r2g
)

で与えられる (rg:Schwarzschild半径、b:インパクト

パラメータ)。

一方で、観測される像の明るさが時間変化する重力

マイクロレンズ観測でエキゾチック物質、特に「負

質量」で構成されているという Ellis ワームホール

(EWH)を探査する方法が提案された [F. abe (2010)],

[Y. Toki, T. Kitamura, H. Asada, and F. Abe

(2011)]。ワームホールは２つの離れた時空を結ぶ時

空構造のことで、エキゾチック物質とは通常の物質

（原子や電子）とは異なる性質を持った物質をいい、

理論からその存在が提案されている。ただし、その

存在が実験や観測で確かめられているものはほとん

どない。

このエキゾチック物質の存在を観測から検証する

ことは宇宙の構成要素や形成過程を解明する上でと

ても重要なことである。よって、これらのエキゾチッ

ク物質が起こす現象をあらかじめ理論予測すること

が必要となる。

これを受けて我々は過去の研究 [T. K. Dey, S. Sen

(2008)], [K. Nakajima, H. Asada (2012)]から SBH

と EWHの光の曲がり角において、その距離依存性

が異なることに着目して研究を発展させ、計量中の

時空の歪みを表す項における距離依存性についてよ

り一般化した弱場の球対称時空を仮定し、その時空

での光の曲がり角を弱場近似を使って導出した。
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2 Methods

弱場近似における静的球対称な時空の計量を、ε1

と ε2 を共に微小量として

ds2 = −
(
1− ε1

rn

)
dt2 +

(
1 +

ε2
rn

)
dr2 + r2dΩ2

+O(ε21, ε22, ε1ε2) (1)

とする。ただし、n は正の実数で dΩ2 = dθ2 +

sin2 θdϕ2である。ある種の天体を想定するため、漸

近的平坦であることを仮定した。この時空構造によっ

て起こされる光の曲がり角 αを求めたい。

2.1 計量の変形

曲がり角を導出しやすくするために（1）式を共形

変換する。光の測地線は常に nullなので（1）式を共

形変換したものを ds′2 とすると

ds′2 =
(
1− ε1

rn

)
ds2 = 0 (2)

つまり

ds′2 = −dt2 +

(
1 +

ε2
rn

)
(
1− ε1

rn

)dr2 + r2(
1− ε1

rn

)dΩ2

+O(ε21, ε22, ε1ε2) (3)

としてよい。

ここで
r2(

1− ε1
rn

) = R2 とおく。

ε1, ε2 が微少量なので、
ε1
rn

≈ ε1
Rn
、

ε2
rn

≈ ε2
Rn
と

して nε1 + ε2 = εとおくと

ds′2 = −dt2 +
(
1 +

ε

Rn

)
dR2

+R2dΩ2 +O(ε2) (4)

となる。

2.2 曲がり角の導出

(4)式から光の曲がり角 αを求める。λをアフィン

パラメータとすると光のラグランジアンは

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν ,

(
˙ =

d

dλ

)
(5)

これより光のエネルギー E と角運動量 Lは

E = −p0 = g00ẋ
0 = ṫ

L = p3 = g33ẋ
3 = R2 sin2 θϕ̇

(6)

　時空が球対称であるので、一般性を失わずに光子

の軌道が赤道面上
(
θ = π

2

)
にあるとしてよい。これ

より光の軌道は

1

R4

(
dR

dϕ

)2

=
(
1 +

ε

Rn

)−1
(

1

b2
− 1

R2

)
≈

(
1− ε

Rn

)(
1

b2
− 1

R2

)
(7)

ただし、
L

E
= b(インパクトパラメータ)とした。こ

れは重力レンズが起こらない時 (ε = 0)の光の最近

接距離 R0 の考察から導かれる。

(7)式において
1

R
= U とし、

1

b
= ub とすると

dϕ2 =
dU2

(u2
b − U2)(1− εUn)

(8)

よって、

Φ ≈
∫ ub

0

dU√
(u2

b − U2)
+

ε

2

∫ ub

0

UndU√
(u2

b − U2)
(9)

ここで U = ub cos θとおくと、(9)式は

Φ =
π

2
+

ε

2bn

∫ π
2

0

cosn θdθ (10)

よって光の曲がり角 αは

α = 2Φ− π

=
ε

bn

∫ π
2

0

cosn θdθ (11)

(11)式内の被積分関数は、特に nが整数の時は以下

のようになる。

∫ π
2

0

cosn θdθ =


(n− 1)!!

n!!
· π
2

(n:偶数)

(n− 1)!!

n!!
(n:奇数)

(12)

3 Discussion

距離依存性を考慮してより一般化された光の曲が

り角が求められた所で、(11)式がよく知られた時空

による曲がり角を再現できるか確認する。
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まず SBHについて確かめる。Schwarzschild計量

は、Schwarzschild半径を rg = 2GM（Gは万有引力

定数、M は中心天体の質量）として

ds2 =−
(
1− rg

r

)
dt2 +

(
1 +

rg
r

)
dr2

+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) +O
(
r2g
)

(13)

である。rg
r ≪ 1を微小量として、その一次の精度ま

でで曲がり角を求めると、

αsch =
2rg
b

(14)

である。(13) 式と (1) 式との比較から、SBH では

n = 1、ϵ1 = ϵ2 = rg である。これを (11)式に代入

して

α =
1 · rg + rg

b1

∫ π
2

0

cos1 θdθ

=
2rg
b

(15)

となり、一致する。

次にEWHによる光の曲がり角について確かめる。

EWH 計量は、ワームホールの throat 半径を a と

して、

ds2 = −dt2 + dr2 + (r2 + a2)dΩ2 (16)

である。r2 + a2 = R2 として共形変換をすると、

ds2 = −dt2 +

(
1 +

a2

R2

)
dR2 +R2dΩ2 +O(a4)

Ellisワームホールによる光の曲がり角は a
r ≪ 1とし

て一次の精度までで

αewh =
πa2

4b2
(17)

である [T. K. Dey, S. Sen (2008)], [K. Nakajima,

H. Asada (2012)]。(4)式との比較から、EWHでは

n = 2、ε = a2 である。これを (11)式に代入すると

α =
a2

b2

∫ π
2

0

cos2 θdθ

=
πa2

4b2
(18)

となり、これも一致する。

4 Conclusion

我々は距離依存性についてより一般化された弱場

の静的球対称時空を仮定し、その時空構造による光

の曲がり角を導出した。この時空は距離依存性につ

いて逆 n乗項で表されており、既存の球対称時空に

よる曲がり角を再現できるだけでなく、エキゾチッ

ク物質による時空構造についても再現することが可

能になっている。
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