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Abstract

幾何光学的には、重力レンズ系では重力の効果の薄レンズ近似を用いることによってレンズ方程式から光源

の像を形成する。しかし、重力源となる物体による散乱波に対して Fresnel-Kilchihoffの回折定理を用いる

ことによってレンズ方程式を使うことなく光の波動関数から直接的に光源の像を得ることができる。重力レ

ンズ系での波動光学に基づく像の形成について議論する。

1 Introduction

重力レンズはアインシュタインの一般相対論によ

る予言の一つであり、観測による多くのサンプルが

得られている。弱い重力による重力レンズでは、そ

の効果が薄いレンズと同じとする近似により光線の

経路がレンズ方程式に従うものとして扱われる。し

かし、光の波長が重力源となる物体のサイズよりも

十分に小さくない場合には経路だけでなく波自体へ

の効果も重要になる。例えば、重力レンズの重力源

となる物体によって散乱される重力波は波の強度が

増幅する。このような重力レンズ系における波動光

学的な効果についてはあまり議論されていない。E.

Herlt と H. Stepani は天体による重力レンズ系での

像の位置について、回折された波のPoynting fluxを

数値計算することによって議論した。彼らは、点光

源による像の位置に関して、波動光学と幾何光学と

にはその結果に食い違いがあることについて言及し

たが像の形成についての完全な理解は与えなかった。

このため、波動光学に基づいた回折理論による像の

形成を調べ、重力レンズ系での像の形成について理

解することを目的とする。

2 Wave optics

in gravitational lensing

波動光学に基づいた重力レンズの扱い方をみる。

重量レンズのバックグラウンドとなる空間の計量を

ds2 = gµνdx
µdxν

= −(1 + 2U(r))dt2 + (1− 2U(r))dr2 (1)

とおく（|U | ≪ 1）。曲がった重力場での波動方程

式は、

∂µ(
√
−ggµν∂νΦ) = 0 (2)

であり、これは振動数 ωの単色波を仮定すると、

(∇2 + ω2)Φ = 4ω2U(r)Φ (3)

となる（∇2 は平らな空間での Laplacian）。

Figure 1.のように配置する。光源は点光源である。

考える系では波の散乱は重力源の周辺の小さな領域

だけで起こるとする。eikonal近似及び、重力レンズ

の薄レンズ近似を仮定して、Rresnel-Kirchhoffの回

折理論を考えると、観測地点での波の振幅は、

Φ(η,∆) =
ωa0

2πirLSrL

∫
d2ξ exp[iωS(η, ξ,∆)] (4)
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S(η, ξ,∆) = [(ξ − [η])2 + r2LS ]
1/2

+[(ξ − [∆])2 + r2L]
1/2 − ψ̂(ξ)

≈ (η −∆)2

2rS
+ rS

+
rLrS
2rLS

(
ξ −∆

rL
− η −∆

rS

)2

−ψ̂(ξ) (5)

となる（S(η, ξ,∆)は光の経路の実行長さ、|η−∆| ≪
rS及び、|ξ−∆| ≪ rLを仮定）。重力ポテンシャルは

ψ̂(ξ) = 2

∫ ∞

−∞
dxU(ξ, z) (6)

で導入される。重力ポテンシャル U が無いときの観

測地点での振幅 Φ0 を導入して、

Φ(η,∆) = Φ0(η,∆)F (η,∆) (7)

と表わすと、

Φ0(η,∆) =
a0
rS

exp[iωS0(η,∆)],

S0(η,∆) =
(η −∆)2

2rS
+ rS (8)

（S0(η,∆)は ηから∆への直線の経路の長さ）であ

り、振幅の倍率因子 F は、

F (η,∆) =
rS

rLrLS

ω

2πi

∫
d2ξ exp[iωS1(η, ξ,∆)]

(9)

S1(η, ξ,∆) =
rLrS
2rLS

(
ξ −∆

rL
− η −∆

rS

)2

− ψ̂(ξ)

(10)

とな。S1(η, ξ,∆)は Fermat potentialである。第一

項は光源から観測地点までの“直線での経路”と“偏

光による経路”との違いによる幾何学的な時間の遅

延、第二項は重力ポテンシャルによる時間の遅延を

あらわしている。

無次元量

x =
ξ

ξ0
, y =

rL
rS

η

ξ0
, d =

(
1− rL

rS

)
∆

ξ0

w =
rSξ

2
0

rLSrL
ω ψ =

rLrLS
rSξ20

ψ̂ (11)

を導入する。ここで、

ξ0 = rLθE , θE =

√
4MrLS
rLrS

(12)

M は重力源の質量、ξ0は Einstein半径、θE は Ein-

stein角である。これらの無次元量を使うと、

F (y,d) =
ω

2πi

∫
d2x

exp

[
iw

1

2

(
x− y − d)2 − ψ(x)

)]
(13)

Φ0(y,d) =
a0
rS

exp

[
iw

(
rLS
2rL

(
y − rL

rLS
d

)2

+
rLSrL
ξ20

)]
(14)

となる。幾何光学極限w ≫ 1を用いると、式 (13)は

定点周辺で位相関数の積分を数値的に実行すること

ができる。この定点は重力レンズに対するレンズ方

程式と呼ばれる式、

x− y − d−∇xψ(x) = 0 (15)

によって決めることができる。

重力レンズの重力源が質点の場合を考えると、こ

の場合の重量ポテンシャルは、

ψ(x) = ln |x| (16)

である。そして回折角は

α = |∇ξψ̂| =
4M

ξ
(17)

であたえられる。y = d = 0で、レンズ方程式 (15)

式の解は、

|x| = 1 (18)

となる。これが角度半径 θE のアインシュタインリン

グを表す。

Figure 2.のイメージを描くために光源の強度のガ

ウス分布を仮定した。波の性質は式 (13)の回折積分

の数値を求めることによって得られる。質点による

重力レンズのポテンシャルでは積分は、

F (y) = e(i/2)w(|y|2+ln(w/2))eπ/4Γ

(
1− i

2
w

)
1F1

(
1− i

2
w, 1,− i

2
w|y|2

)
(19)



2013年度 第 43回 天文・天体物理若手夏の学校

となる。Figure 3. は観測面上で現れる干渉模様で

ある。

3 Image formation

in gravitational lens system

重力レンズ系における波の干渉模様と光源の像の

形成を明確にするために、凸レンズを導入して波動

光学に基づくとどのような像が現れるかを調べる。

Figure 6.に示される重力レンズ系を考え、波動光学

を用いて、光源物体の像がどのように表れるかを調

べる。

光源として点光源を仮定する。凸レンズの直前で

の波の振幅は

ΦL(y,d
′) = Φ0(y,d

′)F (y,d′) (20)

である。凸レンズを通過した後で、像の形成面 z2上

での波の振幅は

ΦI(η,∆) =

∫
|∆′|≤∆0

d2∆′ΦL(η,∆
′)

exp

[
− iω

2f
∆′2

]
exp

[
iω

2z2
(∆−∆′)2

]
(21)

で与えられる。ここで、∆0は凸レンズの口径を表し

ている。無次元変数を使うと、像の形成面での波の

振幅は

ΦI(y,d) =
a0
rS

∫
|d′|≤d0

d2d′F (y + d′)

× exp[iw{rLrS
2rLS

(
1

rS
+

1

z2
− 1

f

)
d′2

−
(
y +

rLrS
rLSz2

d

)
· d′

+
1

2

(
rLS
rL

y2 +
rLrS
rLSz2

d2

)
}] (22)

となる。像の形成面 z2の位置を凸レンズでのレンズ

方程式、
1

rS
+

1

z2
=

1

f

を満たすように選ぶと、像の面での波の振幅は、

ΦI(y,d) =
a0
rS

∫
|d′|≤d0

d2d′F (y + d′)

exp

[
−iw

(
x∗ +

rLrS
rLSf

d

)
· d′
]
× ei(w/2)g(y,d) (23)

となる。ここで、g = (rLS/rL)y
2 + (rlrs/rLSz2)d

2

である。したがって、像の形成面での波の振幅は干渉

模様を与える倍率因子 F の Fourier変換である。幾

何光学極限 w ≫ 1の下で、倍率因子の x積分、式

(13)はWKB形式、

F (y,d′) ≈ Aeiw[
1
2 (x∗−y−d′)2−ψ(x∗)]

で近似される。ここで、x∗(y),d
′)はレンズ方程式、

0 = x− y − d′ −∇xψ(x)

≈ x− y −∇xψ(x) (24)

の解である。凸レンズの口径は重力レンズ系の大き

さよりも十分に小さく、|d′| ≤ d0 ≪ 1を保持すると

仮定した。したがって、像の形成面での波の振幅は

ΦI(y,d) = Aeiw[
1
2 (x∗−y)2−ψ(x∗)]eiwg(y,d)/2

×2πd20
J1(w|x(j)

∗ + βd|d0)
w|x(j)

∗ + βd|d0
,

β ≡ rLrS
rLSf

(25)

である。大きなレンズ口径の極限または高振動数極

限 wd0 → ∞の極限では、

ΦI(y,d) ∝ δ2
[
x∗(y) +

rLrS
rLSf

d

]
(26)
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を得て、点光源の像はレンズ方程式で決まる像の形

成面の下の位置に現れる。

d = −rLSf
rLrS

× x∗(y) (27)

近似によるこの結果は幾何光学（光線追跡）による

像の形成の同じ結果を導く。レンズ方程式が複数の

解 x
(j)
∗ ,j = 1, 2, ...,を持つとすると、像の面での波の

振幅は

ΦI(y,d) ∝
∑
j

Aj
2J1(w|x(j)

∗ + βd|d0)
w|x(j)

∗ + βd|d0
(28)

となる。ここで、Aj は定数である。

質点の重力レンズによる点光源は波動光学的には

像Figure 7を与えた。これらは倍率因子F のFourier

変換によって得られ、重力レンズのレンズ方程式は

使われななかった。この手続きは凸レンズの像の形

成に対応する。これらの像は幾何光学により得られ

る像 Figure 2に対応する。

それぞれの図において、有限サイズのレンズの口

径によって引き起こされる同心円の干渉模様を観測

することができた。これは重力レンズ系に固有の特

徴ではない。光線の非同心円の模様も得ることがで

きた。これらは 2つの像の間の干渉によって引き起

こされ、重力レンズ系に固有の特徴である。幾何光

学極限における Einsteinリングに対応する y = 0の

場合では、リングの中央に明るい点が観測できる。こ

れは構造的な干渉の結果であり、幾何光学では現れ

ない。wd0 が十分に大きい値では、観測地点での波

の振幅は幾何光学によって得られる結果と一致する。

4 Summary

波動光学に基づいた重力レンズ系での像の形成に

ついて調べた。この目的のために 1つの薄い凸レン

ズで望遠鏡を導入した。それは観測地点で形成され

る干渉模様の Fourier変換として働く。光線追跡法の

使用によって、重力レンズのレンズ方程式を使うこ

となく観測地点での波動関数から直接像を得ること

ができた。。この分析によって波の振幅と重力レンズ

の像とを直接関連付けることができた。
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