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強磁場における電子プロパゲータの様々な表式
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Abstract

中性子星の中でも、非常に強い磁場をもつものをマグネターという。マグネター周辺の超強磁場での現象を

理解するためには、超強磁場における物理過程を理解しなければならない。本研究では、磁場中の量子電磁

力学的な物理過程にとって必要な電子のプロパゲータ (伝播関数)を複数の表式で表した。また、超強磁場特

有の物理過程である複屈折の表式に関して考察を行い、最近発表された表式と従来の表式の関連を理解する

ことができた。

1 導入

1.1 マグネターでの物理過程

中性子星のなかでも非常に強い磁場 (B ∼ 1014 −
1015G)をもつものをマグネター (magnetar)という。
マグネターは、X線やガンマ線を繰り返し放出する
軟ガンマ線リピータ (SGR)や SGRと同じようなス
ペクトルが観測され、X線パルサーであるが、通常
は伴うはずである伴星を伴わない異常 X線パルサー
(AXP)として観測される。
　このような超強磁場のもとでは、電子のサイクロト

ロンの運動エネルギーが電子の静止質量エネルギー

と同じオーダーになる。そのような状況では、量子

電磁力学 (Quantum Electrodynamics, QED)的な過
程が起こる。例えば、光子の偏光状態によって光子

の進む向きが変わる birefringence(複屈折)

図 1: birefringenceのファインマン図

や光子が分裂する photon splitting

γ → γ + γ

図 2: photon splittingのファインマン図

が起こる。これらの現象に関しては、40年前から研
究されていて今なお研究が続いている。

　マグネターで起こる現象の起源は、マグネター自

体の強磁場であると考えられている。そのため、マ

グネターで起こる現象を理解するためには、強磁場

中での光子や電子などの物理過程 (photon splitting
など)を理解し、それらの物理過程の反応率を求め
なければならない。本研究では、複屈折を扱うため

に必要なプロパゲータを複数の表式で求め、それに

よって表された複屈折に関して考察する。 　

1.2 強磁場中での電子のプロパゲータ

自由場の電子のプロパゲータは、

G(xi, xf ) =
∫

d4p

(2π)4
e−ip·(xf−xi)

6p+m

p2 −m2 + iε
(1)
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と表わされる。ただし、6 p = γµpµで、γµは Dirac
のガンマ行列を表す。以下では、スラッシュはガン

マ行列が作用したものとして表す。このとき、プロ

パゲータ G(xi, xf )は、

G(xi, xf ) = −i < 0|T (ψ(xf )ψ̄(xi))|0 > (2)

と表され、

(iγµ∂i
µ −m)G(xi, xf ) = δ(xi − xf ) (3)

を満たす。

　そこに外場として電磁場 Aがあると、プロパゲー

タは、

GA(xi, xf )

= G(xi, xf )

+
∫
d4x1G(x1, xf ) (−e 6A(x1))G(xi, x1)

+
∫ ∫

d4x1d
4x2G(x2, xf )

× (−e 6A(x2))G(x1, x2) (−e 6A(x1))G(xi, x2)

+ · · · (4)

のように電磁場は摂動として表わせる。このとき、A

が小さければ、3項目からは無視できるが、強磁場
における電子のプロパゲータでは、Aが非常に大き

いので、Aを摂動とみなすことができない。そのた

め、磁場中の電子のプロパゲータを厳密に求めなけ

ればならない。

1.3 複屈折

複屈折は真空偏極テンソル

iΠ(q) = (−ie)2(−1)
∫

d4p

(2π)4

×Tr [γµG(p)γνG(p+ q)] (5)

iΠ(x− x′) = (−ie)2(−1)

×Tr [γµG(x, x′)γνG(x′, x)] (6)

で表される。G(p)、G(x, x′)は電子のプロパゲータ
である。

　電子のプロパゲータは表し方によっては、反応率

の計算結果などに発散が現れるので、複数の表式を

知っていることは重要である。 　

2 方法

本研究では 2種類の方法で電子のプロパゲータを
求める。

方法 1:Schwingerの proper time method(Schwinger.
1951)
方法 2:Dirac方程式の解を用いる方法 (Melrose and
Parle. 1983)

2.1 方法 1:Schwinger の proper time

method

プロパゲータ G(x, x′)が満たす式は、

[γµ(i∂µ − eAµ) −m1]G(x, x′) = δ(x− x′) (7)

である。G(x, x′)を演算子Gの行列要素と考えると、

(γΠ̂ −m1)G = 1 (8)

ただし、Π̂µ = p̂µ − eAµである。プロパゲータを解

くために、Gを積分表示する。

G =
1

γΠ̂ −m1

= (−γΠ̂ −m1)

　× i

∫ ∞

0

ds exp[−i(m21 − (γΠ̂)2)s](9)

このとき、sを proper timeという。ここでプロパ
ゲータ G(x, x′)は、

G(x, x′)

= < x|G|x′ >

= < x|(−γΠ̂ −m1)

　× i

∫ ∞

0

ds exp[−i(m21 − (γΠ̂)2)s]|x′ >

+ < x| −m exp[−i(−(γΠ̂)2)s]ab|x′ >
]

(10)

と表わせるが、

H = −(γΠ̂)2 (11)

とすると

< x| − γΠ̂ exp[−i(−(γΠ̂)2)s]|x′ >

= < x| exp[−iHs] − γΠ̂|x′ >

= < x(s)| − γΠ̂|x′(0) > (12)
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< x| −m exp[−i(−(γΠ)2)s]|x′ >

= −m < x| exp[−iHs]|x′ >

= −m < x(s)|x′(0) > (13)

のように Hをハミルトニアンと見ると、exp[−iHs]
は時間発展演算子と見ることができ、x(s)、Π(s)を
解くことができる。このように量子電気力学の問題

を量子力学の問題に落とし込んで解くことができる。

2.2 方法2:Dirac方程式の解を用いる方法

プロパゲータの定義の表式に、

G(x, x′) = −i < 0|T{ψ̂(x) ˆ̄ψ(x′)}|0 > (14)

というのがある。ただし、

ψ̄ = ψ†γ0 (15)

を表わす。電磁場中の荷電粒子の Dirac方程式の解
を求めてこの表式に代入すれば、プロパゲータが求

まる。解 ψ(x)は、Dirac方程式

(i 6∂ − e 6A−m)ψ(x) = 0 (16)

を解くことによって得られる。

3 結果

3.1 方法 1による結果

Proper time methodを用いた場合でも、複数の表
式があるが、今回は考察のために、電荷 eを持つフェ

ルミオンの外場 A中の運動量空間でのプロパゲータ

G(p) = i( 6p− e 6A+m)
1
i

∫ ∞

0

ds

× exp
(
is
{
( 6p− e 6A)2 −m2

})
=

∫ ∞

0

ds [ 6p− eγµFµνX
νσ(s)pσ +m]

×e−iκ2s+ipµXµν(s)pν+Y (s) (17)

と表されることを使う。proper time methodで求め
たプロパゲータの表式は、積分で表されることがわ

かる。

3.2 方法 2による結果

プロパゲータは、

G(x, x′) = −i
∞∑

n=0

×(i∂µγ
µ − eAµγ

µ +m)

× 1
4π

∫ ∞

0

dµ

µ

× exp
(
− i

2
ρ2µ− im2

2µ

)
exp

(
−ieB

µ
n

)
×
{

1
2
(1 + σz)

eB

2π
φ(x, x′)

× exp
(
−1

4
λ2

)
Ln−1

(
1
2
λ2

)
+

1
2
(1 − σz)

eB

2π
φ(x, x′)

× exp
(
−1

4
λ2

)
Ln

(
1
2
λ2

)}
(18)

となる。ただし、

φ(x, x′) = exp

(
−ie

∫ x′

x

dxµA
µ(x)

)
(19)

λ2 = eB{(x− x′)2 + (y − y′)2} (20)

で Lnは Laguerre多項式である。
　このとき、neBは Landau準位(

n+
1
2

)
eB

m
(21)

によるものである。したがって、nの無限和で表わ

されたプロパゲータは、Landau準位の無限和で表さ
れたものである。このように、Dirac方程式の解から
プロパゲータを計算する方法では、積分の無限和で

表されることがわかる。

4 考察

今まで求めたプロパゲータを用いて、真空偏極テ

ンソルの表式について考察する。真空偏極テンソル

は一般的に

Πµν(q) = − (χ0P
µν
0 + χ1P

µν
1 + χ2P

µν
2 ) (22)
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のように 3つの成分に分けて書くことができる。真
空偏極テンソルはプロパゲータの積で表されるので、

通常プロパゲータの表式が積分のみで表されていれ

ば、真空偏極テンソルの表式の χi (i = 0, 1, 2)は二
重積分で表される。ところが、(Hattori and Itakura.
2013)によると Schwingerの proper time methodか
ら求めたプロパゲータを用いて、二重積分で表わさ

れた真空偏極テンソルが二重和で表わされることが

わかった。

χi =
αBr

4π

∞∑
n=0

(2 − δn0)

×

[ ∞∑
l=0

Ωn(0)
li +

∞∑
l=1

Ωn(1)
li +

∞∑
l=2

Ωn(2)
li

]
(23)

ここでは、無限和がプロパゲータのどこから現れた

かについて、先ほどの 2種類のプロパゲータの表式
を使って、考察していく。

　Proper time methodで求めたプロパゲータによ
る真空偏極テンソルの χiは

χi(r2‖, r
2
⊥;Br) =

α

4π

∫ 1

−1

dβ

∫ ∞

0

dτ

×Γi(τ, β)
sin τ

e−iu cos(βτ)eiη cot τe−iφ‖τ (24)

と表される。(Hattori and Itakura. 2013)によると

e−iu cos(βτ)eiη cot τ (25)

の部分から Landau準位の重ね合わせの項が出てく
る。プロパゲータの表式では、

exp
[
− i

4
(x− x′)eF coth(eFs)(x− x′)

]
(26)

に対応している。proper time methodで求めたプ
ロパゲータに関して s = 1/2µと変数変換すると、
Landau準位の和で表わしたプロパゲータが求められ
ることから、これが、

∞∑
n=0

exp
(
−ieB

µ
n

)
Ln

(
λ2

2

)
(27)

∞∑
n=0

exp
(
−ieB

µ
n

)
Ln−1

(
λ2

2

)
(28)

に対応することがわかる。さらにこれらは∑
σ=±1

∫
dpydpzψ(x)ψ̄(x′) (29)

の部分から現われることがわかった。

5 結論

本研究では磁場中の電子のプロパゲータを複数の

表式

1.proper time sの積分で表された式
2.Laguerre多項式の積分の無限和で表された式
で表すことができた。

　また、真空偏極テンソルはプロパゲータの積で表

されるので、プロパゲータが積分で表されていれば、

真空偏極テンソルは二重積分に、プロパゲータが和

で表されていれば、真空偏極テンソルは二重和で表

されるが、これらの関係を考察した。本研究では、真

空偏極テンソルの表式の Landau準位の和が波動関
数の積をスピンに関して和をとり、py、pzで積分す

ることにより現われることがわかった。
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