
 KerrBHの場合にもhorizon内部の時空構造を見る方法としてKruskal coordinates に
よるMaximal extensionがある。KerrBHの質量はM、角運動量は𝐽 = 𝑎𝑀で表され、𝑎は
角運動量を決めるパラメータである。𝑎の取りうる値は0 < 𝑎 < 𝑀と𝑎 = 𝑀で各𝑎の値に分
けてこの方法を適用してみた。以下ではその結果とKruskal座標における粒子の軌道を
報告する。 

Kerr metric (Boyer-Lindquist coordinates) 

 

𝑑𝑠2 = − 1 −
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𝑑𝑡2 +
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𝜌2
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∆
𝑑𝑟2 + 𝜌2𝑑𝜃2,　𝜌2 = 𝑟2 + 𝑎2cos2𝜃,　∆

= 𝑟 − 𝑟+ 𝑟 − 𝑟− ,　Σ = 𝑟2 + 𝑎2 2 − 𝑎2∆sin2𝜃　⋯(1) 

ここでは軸方向のみを考え𝜃 = 0とし、ヌル座標(𝑢, 𝑣)に座
標変換すると(1)は 

𝑑𝑠2 = −𝑓𝑑𝑢𝑑𝑣⋯ (2) 

𝑓 =
∆

𝑟2 + 𝑎2
,　𝑢 = 𝑡 − 𝑟∗,　𝑣 = 𝑡 + 𝑟∗,　𝑟∗ =  

𝑑𝑟

𝑓
 

● 0 < 𝑎 < 𝑀 の場合 

Kerrはevent horizonが二層に分かれているため
 0 ≤ 𝑟− ≤ 𝑟1, 𝑟1 < 𝑟+ ≤ 𝑟2 の２つの範囲に分けてKruskal

座標(U,V)に変換する。 0 ≤ 𝑟− ≤ 𝑟1では、𝑟−付近での近似
より 

𝑓 ≈ −𝑓 ’ 𝑟− 𝑟 − 𝑟− = −2𝜅− 𝑟 − 𝑟−  

⇒ 𝑟∗ =  
𝑑𝑟

𝑓
≈ −

1

𝜅−
ln 𝜅− 𝑟 − 𝑟− ⋯(3) 

(3)より 
𝑓 ≈ ∓𝑒𝜅− 𝑢−𝑣 ⋯(4) 

Kruskal座標を以下のように導入すると(2)は(6)となる 

 

𝑈− = ∓𝑒
𝜅−𝑢,　𝑉− = −𝑒

−𝜅−𝑣,　𝑈− =
𝜅− 𝑟 − 𝑟−

𝑉−
⋯(5) 

 

𝑑𝑠2 ≈ −𝜅−2𝑑𝑈−𝑑𝑉− (< 0)⋯ (6) 

 

𝑟1 < 𝑟+ ≤ 𝑟2 でも同様の手順で計算できる。 

𝑈+ = ∓𝑒
𝜅+𝑢,　𝑉+ = 𝑒

−𝜅+𝑣,　𝑈+ = −
𝜅+ 𝑟 − 𝑟+

𝑉+
⋯(7) 

以下のfig1では 𝑇± =
𝑉±+𝑈±

2
,  𝑅± =

𝑉±−𝑈±

2
  である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig1;Maximal Extension for the Kerr metric (0 < 𝑎 < 𝑀 ) 

Fig1中の各点線は、時間 t の一定面であり次のように計算
される。 

Fig1-(ii) 

 
𝑇− = − tanh 𝜅−𝑡 𝑅−,　𝑈−𝑉− < 0

𝑅− = − tanh 𝜅−𝑡 𝑇−,　𝑈−𝑉− > 0
⋯(8) 

Fig1-(i) 

 
𝑇+ = tanh 𝜅+𝑡 𝑅+,　𝑈+𝑉+ < 0

𝑅+ = tanh 𝜅+𝑡 𝑇+,　𝑈+𝑉+ > 0
⋯(9) 

 

𝑇± = +𝑅±,  𝑇± = −𝑅± となる線はそれぞれ event 

horizon 𝑟 = 𝑟± を表しヌル面である。光はこの線に平

行な軌道をとり光円錐を形成し、粒子はその中を通る。
またfig1中の双曲線はr=一定面である。 

 

● 𝑎 = 𝑀の場合 (𝑟± = 𝑎 = 𝑀) 

 

𝑟∗ =  
𝑑𝑟

𝑓
=  
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𝑟 − 𝑎 2
𝑑𝑟
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𝑟 − 𝑎

2𝑎
+
𝑟2 − 2𝑎𝑟 − 𝑎2

𝑟 − 𝑎
⋯(10) 

 

Kruskal座標を以下のように導入すると(2)は(12)となる 

 

𝑈 = ∓𝑒−
𝑢
4𝑎,　𝑉 = 𝑒

𝑣
4𝑎,　𝑈𝑉 = −

𝑟 − 𝑎

𝑎
𝑒𝑔(𝑟)⋯(11) 

 

𝑔 𝑟 =
𝑟2 − 2𝑎𝑟 − 𝑎2

2𝑎(𝑟 − 𝑎)
 

 

𝑑𝑠2 = 32𝑎3
𝑟 − 𝑎

𝑟2 + 𝑎2
𝑒−𝑔 𝑟 𝑑𝑈𝑑𝑉⋯(12) 

 

以下のfig2では 𝑇 =
𝑉+𝑈

2
,  𝑅 =

𝑉−𝑈

2
  である。 

 

 

Fig1より 

角運動量が最大でない場合は 

event horizon 内部に入っても 

再び外部へ抜け出せる。 

 

Fig2より 

𝑎 = 𝑀のときはevent horizon 

内部からは脱出は不可。 

 

Fig2;Maximal Extension (𝑎 = 𝑀) 
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