
1 ブラックホール不安定性と局所ペンローズ不等式

この発表は Black hole instabilities and local Penrose inequalities(Pau

Figueras, Keiju Murata and Harvey S. Reall)[arXiv:1107.5785v2 gr-qc] の

レビュー発表である。

1.1 概要

種々の高次元ブラックホールは線形摂動による議論で不安定であることが

知られている。しかしながら、高次元回転ブラックホールに対する線形摂動

方程式の導出は非常に複雑であり困難である。そこでブラックホールの不安

定性を局所ペンローズ不等式を用いて論ずる。安定なブラックホールは局所

ペンローズ不等式に従う。したがって微小な摂動を表すブラックホールが局

所ペンローズ不等式を満たさなければそのブラックホールは安定ではあり得

ないことを利用する。今回は微小な摂動を表すブラックホールの初期条件を

無摂動のブラックホールの共形変換によって構築する。コンパクト化された

BlackStringにおいては、Gregory-Laflamme不安定性が現れる条件と局所ペ

ンローズ不等式を破る条件がほぼ一致した。またMyers-Perry BlackHoleに

おける”高速回転”不安定性の存在も示すことができた。さらに BlackRing

についてこの手法を用いて”fat”なBlackRingが不安定であるということが示

せた。一方”thin”な BlackRingの回転対称性を保つ摂動に対する不安定性は

確認されなかった。
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1.2 はじめに BHが安定とは

⇒安定

? ⇒不安定

摂動を与えて
時間発展 同じ解の系列

その他

A,M, Ji
A�,M �, J �

i

任意の(微小な)摂動に対して解が安定なときBHは安定

1.2.1 ブラックホールの安定性

ブラックホールをもつ時空に微小な摂動を与えて時間発展させたときにそ

の時空がもとのブラックホールを持つ時空と同じ解の系列になった時、その

ブラックホールはその摂動に対して安定であるといい、そうでない場合を不

安定であるという。任意の微小な摂動に対してブラックホールが安定なとき、

そのブラックホールは安定であるという。すなわち一つでも不安定なるよう

な摂動が存在すればそのブラックホールは不安定であるといえる。

1.2.2 なぜブラックホールの安定性か

通常の時空は４次元であると考えられているが、超弦理論などの理論に

よって我々の時空はより高次元であるかもしれないという可能性が出てきた。

こういった高次元の時空をとり扱うためには高次元の重力理論が必要である

が、高次元においても Einstein Equationが正しいという仮定のもと Black

String,Myers Perry,Black Ringなど様々な時空の解が得られている。しかし

ながら高次元においては４次元で成立するブラックホールの唯一性定理が成

り立たないことが知られており、すなわち物理的過程においてどのようなブ

ラックホールが生成されうるかを知るのは容易ではない。そこで重要になる

のがブラックホールの安定性である。不安定なブラックホールはいずれ安定

なブラックホールに遷移すると考えられため、そこからどういったブラック

ホールが生き残りうるのかが考えられるのだ。

高次元ブラックホールの安定性を調べる方法として、線形摂動方程式を解析

する方法などがある。これらにより Black StringのGregory-Laflamme不安
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定性やMyers Perry BHの Ultra Spinning不安定性などが見つかっている。

この手法では安定性の必要十分条件が得られるというメリットがあるが一般

に高次元ではこの線形摂動方程式を解析することは非常に困難であり、限ら

れた例のみが見つかっているのみである。今回はこの手法にかわり、不安定

性の十分条件を比較的容易に求めることができる手法としての局所ペンロー

ズ不等式を用いた方法の概略を紹介する。詳しい議論については本レビュー

の原論文を参照してほしい。

3



1.3 局所ペンローズ不等式局所ペンローズ不等式
M

A

MBH(A)

Ji : Fix

P (M0, A0)

P �(M �, A�)

なる摂動が存在

時間発展

M � −MBH(A�) < 0

⇒BHは不安定ここでは静的で漸近的平坦、軸対称なブラックホールを考える。一般に静的

なブラックホールの角運動量 Jiと質量M、表面積Aは独立ではなく解の系列

ごとにそれらは状態空間のなかで曲面を描く。上図の曲線は角運動量一定面に

おける曲面の断面を模式的に表しており、解の系列に含まれる時空はこの曲線

上の点として表される。さて状態 P (M0, A0)にあった時空のTime Sliceが角

運動量、真空を保存するような摂動によってP ′(M ′, A′)で表されるTimeSlice

に移ったとする。するとその TimeSliceを初期状態として時空はしてく。こ

のとき時間発展において一般にブラックホールの質量（Bondi mass）は減少

し、ブラックホールの表面積は増大することを注意すると時空の時間発展は

色のついた領域にのみ到達しうることがわかる。さてもし摂動によって時空

のTime Sliceが図でいうところの曲線の下側、すなわちM ′−MBH(A′) < 0

を満たす領域に移ったとすると、その後時間発展において元の解の系列には

戻り得ないことが分かる。即ちM ′ −MBH(A′) < 0を満たすような摂動が

存在すれば、そのブラックホールは不安定であるといえるのである。

この条件をより扱いやすくするべく、摂動パラメータに対して展開してやると

M ′ −MBH(A′) = M0 −MBH(A0)

+ Ṁ − T

4
Ȧ

+ M̈ − T

4
Ä− Ṁ2

4TcJ
+ · · ·

となる。ここで ·は摂動の次数を意味する。実はこの式の 0次と 1次は消え
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ることが示せる。（0次は定義より明か、1次は BH熱力学の第一法則より示

される）したがって 2次の項が本質的であり

Q ≡ M̈ − T

4
Ä− Ṁ2

4TcJ
< 0 (1)

となるような摂動が存在すればそのブラックホールは不安定である。Q ≥ 0

を局所ペンローズ不等式といい、すなわちこれを破る時空の摂動は不安定で

あることがいえるのである。

以上が局所ペンローズ不等式を用いたブラックホールの不安定性議論の概要

である。原論文ではより厳密な議論により結論を得ている。最後に実際の適

用例のいくつかを引用する。

5



1.4 適用例

1.4.1 Single Spinning Myers Perry BH

例1:Singly Spinning Myers-Perry BH

4.3 Results

Using above procedure, we can evaluate Q for each choice of N and {cn}. To find initial
data which satisfies Q < 0, we seek to determine the {cn} which minimize the dimensionless
quantity

Q̄ =
Q

D2M
, D2 =

∫ π/2

0

dθ Ψ̇(z = 0, θ)2 (50)

The factor of D2 is included because Q will scale as the square of the amplitude of Ψ̇. We
have fixed the normalization of Ψ̇ by equation (40) but the cn might become large in the
minimization process. Dividing by D2 reduces the chance of the minimization algorithm
running off to large cn.

To carry out the minimization numerically we have used the downhill simplex method of
Nelder and Mead [24] (see also [25]) setting N = 4 in Eq. (40).12 In Fig. 4 we plot Q̄min

against a/rM for d = 6. We can see that the Q̄min is negative for a/rM > 1.933, which proves
that singly spinning 6d MP black holes with a/rM > 1.933 are unstable.

Ref. [6] found that a time-independent mode indicating the onset of instability appears
at a/rM = 1.572 so the instability should be present for a/rM > 1.572. This emphasizes
that our approach gives a sufficient condition for instability but not a necessary condition.
If we considered a more general class of initial data, which would involve going beyond the
conformal rescaling method used above, then we should be able to get closer to the bound of
Ref. [6]. However, it is striking that our very simple approach yields results that are so close
to the exact onset of instability.

Figure 4: The minimum value of Q̄ is plotted against a/rM . Q̄min is negative for a/rM > 1.933.

We have repeated the above calculation for other values of d. For d = 5 we find that
Q is always positive. Therefore our results are consistent with the stability of d = 5 single
spinning Myers-Perry black holes against rotationally symmetric perturbations, in agreement
with Refs. [4, 6]. (However, Ref. [16] found that there is an instability which breaks rotational

12 We have checked that the result does not change much for larger N .
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symmetry.) In Table 2, we summarize the our results for 6 ≤ d ≤ 11. We give the critical
value a/rM beyond which we predict instability and the corresponding results of Dias et al [6].

Our approach becomes less good at identifying the onset of instability as d increases. So
presumably our (first order) initial data looks less like initial data for an unstable mode for
larger d.

d 6 7 8 9 10 11

a/rM 1.933 2.380 2.635 2.803 2.934 3.048
a/rM(Dias et al.) 1.572 1.714 1.770 1.792 1.795 1.798

Table 2: Second row: critical value of a/rM at which the local Penrose inequality is violated.
Third row: onset of the instability found in Ref. [6].

5 Singly spinning black rings

5.1 Background solution

The metric of a singly spinning black ring [18] in the coordinates of Ref. [26] is

ds2 = −
F (y)

F (x)

(

dt− CR
1 + y

F (y)
dφ2

)2

+
R2

(x− y)2
F (x)

[

−
G(y)

F (y)
dφ2

2 −
dy2

G(y)
+

dx2

G(x)
+

G(x)

F (x)
dφ2

1

]

, (51)

where

F (ξ) = 1 + λξ, G(ξ) = (1− ξ2)(1 + νξ), C =

√

λ(λ− ν)
1 + λ

1 − λ
. (52)

The constant R has dimensions of length and sets a scale for the solution. The dimensionless
parameters λ and ν must lie in the range

0 < ν ≤ λ < 1 . (53)

Absence of conical singularities fixes λ and the periodicity of φ1,φ2:

λ =
2ν

1 + ν2
, 0 ≤ φ1,φ2 ≤ 2π

√
1− λ

1− ν
. (54)

The ranges of the coordinates x and y are −1 ≤ x ≤ 1 and −1/ν ≤ y < −1. The event horizon
is located at y = −1/ν ≡ yh. The mass, angular momentum, horizon area, temperature, and
angular velocity are

M =
3πR2

2

ν

(1− ν)(1 + ν2)
, J =

πνR3

√
2

(

1 + ν

(1− ν)(1 + ν2)

)3/2

,

AH =
8
√
2π2ν2R3

(1− ν)(1 + ν2)3/2
, T =

(1− ν)
√
1 + ν2

4
√
2πRν

, ΩH =
1

R

√

(1− ν)(1 + ν2)

2(1 + ν)
.

(55)
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例 1は局所ペンローズ不等式による手法を Single Spinning Myers Perry BH

に適用したものである。この図は特に 6次元のものについてある適当な摂動を

与えたときのQの値のグラフであり、横軸は Spinの大きさを表す量であるで

ある。視て分かる通りSpinがある大きさを超えたところからQの値が負になっ

ていることが分かる。これは即ち十分大きな Spinを持った Single Spinning

Myers Perry BHが不安定であることを示している。この”Ultra Spinning”不

安定性は各次元についてみられ、それまとめたのが上の表である。表の二段

目が今回得られた不安定性の臨界の Spinであり３段目は線形解析により得ら

れた不安定性の臨界値である。とくに線形解析的による値は必要十分な値で

あるが今回の手法で得られた結果はこの範囲に入っており Consistentである

ことが確認できる。
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1.4.2 Single Spinning Black Ring

例2:Singly Spinning Black Ring

Figure 8: Q̄ against ν. Q̄ is negative for ν > 1/2. This proves the existence of an instability
of fat black rings.

6 Doubly spinning black rings

6.1 Background solution

We can study the instability of doubly spinning black rings in the same way as for the
singly spinning black rings. The metric of the (balanced) doubly spinning black ring is given
in Ref. [21]. It is labelled by a constant k with dimensions of length, and two dimensionless
constants (α, ν)13 which lie in the range

0 ≤ α < 1 , 2
√
α ≤ ν < 1 + α . (71)

In the second inequality, the lower limit corresponds to an extreme horizon and the upper
limit to a naked singularity. When α = 0 the solution reduces to the singly spinning ring.

The solution is written using coordinates (t, x, y, φ̃1, φ̃2). The coordinates (φ̃1, φ̃2) have
canonical periodicity 2π and the same interpretation as for singly spinning rings (e.g., the S1

of the ring horizon is tangent to ∂/∂φ̃2). The event horizon is located at

y =
−ν +

√
ν2 − 4α

2α
≡ yh . (72)

The mass, angular momenta, temperature and angular velocities are given in Ref. [21]. We

13 Here (α, ν) correspond to (ν,λ) of Ref. [21]. The (φ,ψ) coordinates of this reference correspond to our
(φ̃1, φ̃2).
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0 < ν < 1/2

1/2 < ν < 1

“thin” ring
“fat” ring

例 2は局所ペンローズ不等式による手法を 5次元の Single Spinning Black

Ringに適用したものである。図は適当な摂動を与えたときのQの値であり ν

はBlack Ringの解を特徴づけるパラメータである。0 < ν < 1
2のときを”thin”

な ring、1
2 < ν < 1のときを”fat”な ringとよぶ。上図のとおり”fat”なmode

において Black Ringは不安定であることが確認された。

1.5 まとめ

局所ペンローズ不等式を用いた方法でブラックホールの不安定性の十分条

件が調べられた。実際この手法を Single Spinning Myers Perry BHに適用し

たところ線形解析によって得られたものと Consistentな結果が得られた。今

回は紹介しなかったが原論文では Black StringのGregory-Laframme不安定

性についても本手法を用いて確認され、またその臨界値は線形解析によって

得られたものとほぼ一致するという興味深い結果が得られている。またこの

手法を用いて今までその不安定性がきちんと確かめられていなかった Black

Ringについても、その”fat”なmodeの不安定性が本手法により始めて確認さ

れた。”thin”なmodeについては今回は不安定性は確認されなかった。原論文

にではこの他にも Double Spinning Myers Perryや Double Spinning Black

Ringに本手法を適用し、それぞれ不安定なmodeを得ている。
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