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1 概要

ブラックホールやワームホールによる強い重力場の重力レンズ効果として、

光球（photon sphere）近くを通る光線によって作られる無限個のアインシュタ

インリングが知られており、特に相対論的アインシュタインリング (relativistic

Einstein ring)と呼ばれている。

天体間距離、アインシュタインリングと相対論的アインシュタインリング

の半径が分かれば、シュバルツシルト・ブラックホール（Schwarzschild black

hole）とエリス・ワームホール（Ellis wormhole）が区別できることを示した

[1]。

2 始めに

ここ十数年、強い重力場での重力レンズ効果が熱心に研究されている [2]。

Frittelliら [3], Virbhadra と Ellis [4, 5]や Bozzaら [6] によって、シュバル

ツシルト時空における相対論的アインシュタインリングなどの強重力場での

重力レンズ効果が研究された。シュバルツシルト時空やエリス時空を含む球

対称時空での強重力場の重力レンズ効果は Bozza [7], Hasseと Perlick [8]や

Perlick [9]によって研究され、相対論的アインシュタインリングは、光球が

存在すれば、シュバルツシルト時空以外での球対称時空でも作られることが

示された。

Kimと Cho [10]、Cramerら [11] によってワームホールによる重力レンズ

効果の先駆的な研究がなされた後に、様々な種類のワームホールによる重力

レンズ効果が研究されている [11, 12, 13, 14, 15]。

エリス時空はEllis [16]によって研究され、Morris-Thorne classの通行可能

なワームホール時空である [17, 18]。エリス時空での光の曲がり角はChetouani

と Clement [19]、Perlick[9]、Nandiら [12]、中島と浅田 [20]によって計算さ

れ、弱い重力場での重力レンズ効果はDeyと Sen [21], 阿部 [22]、Tokiら [23]

によって研究され、強い重力場での重力レンズ効果は Perlick [9]によって研

究された。
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アインシュタインリングと相対論的アインシュタインリングを観測するこ

とで、ともに球対称静的であるシュバルツシルト・ブラックホールとエリス・

ワームホールを区別することができるであろうか。この問いに答えるために、

アインシュタインリングと相対論的アインシュタインリングの半径の関係を

求めることにする。

3 エリス時空での光の曲がり角

まず、エリス時空での光の曲がり角について考察しよう [9, 12, 19, 20]。エ

リス時空の線素は

ds2 = −dt2 + dr2 + (r2 + a2)dΩ2 (1)

で与えられる。ここで dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 であり、aは正の定数である。

ここでは、ρ2 = r2 + a2 として

ds2 = −dt2 +

(
1− a2

ρ2

)−1

dρ2 + ρ2dΩ2 (2)

と書き直す。ここで ρ = ±a はワームホールの喉を表している。時空の定

常性と軸対称性から、キリング・ベクトル（Killing vector） tµ∂µ = ∂t と

ϕµ∂µ = ∂ϕ が存在する。

以下では光の軌道が赤道面上 θ = π/2にある場合について考えるが、球対

称性から一般性は損なわれない。kµ∂µ をヌル測地線の接ベクトルとすると、

光子のエネルギー E ≡ −gµνk
µtν と角運動量 L ≡ gµνk

µϕν と kµkµ = 0か

ら、光の軌跡は

1

ρ4

(
dρ

dϕ

)2

=
1

b2

(
1− a2

ρ2

)(
1− b2

ρ2

)
(3)

となる。ここで b ≡ L/E は光子の衝突径数である。

光の軌跡の有効ポテンシャルの議論から1 、|b| > a ならば散乱軌道で、

|b| = aならば不安定円軌道（光球）、|b| < aならば衝突軌道となるために、
1臨界衝突径数 bc を求める。そのためには、ρ を使うよりも (1) 式に戻って赤道面上の光の

軌跡を求めたほうが、計算が楽である。光の軌跡は、

ṙ2 + Veff = 1 (4)

となる。ここで ˙はアフィンパラメーター微分であり、有効ポテンシャルを

Veff ≡
b2

r2 + a2
(5)

と定義した。(4)式を求めるためにアフィンパラメーターの取りかえを行った。[25]の 117頁で
のシュバルツシルト時空での計算を参照のこと。

Veff (r)は rの偶関数なので、r ≥ 0のみを考えればよい。Veff (r)は r = 0で極大値 (b/a)2

を取り、r に関して単調減少し、Veff (r → ∞) → 0 である。(4) 式から、Veff (r) ≤ 1 の範囲
では光子は運動できるが、Veff (r) > 1 の範囲では光子の運動は禁止されていることが分かる。
このことから、r → ∞ から r = 0 の方向へ運動する光子は、Veff (r) = 1 となる r で反射す
る。以上の議論から、(bc/a)2 = 1、つまり bc = ±a とわかる。
また、有効ポテンシャルを veff ≡ Veff − 1 と定義する方が好きな人が多いかもしれない。
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光線はワームホールの喉を通過する。ここでは、散乱軌道 |b| > aのみを考え

る2。u ≡ 1/ρとすると、(3)式は(
du

dϕ

)2

=
1

b2
(1− a2u2)(1− b2u2) (6)

となる。ここで、

G(u) = a2(a−2 − u2)(b−2 − u2) (7)

として、(6)式を積分すると、ϕは uの関数として

ϕ = ±
∫ b−1

u

du√
G(u)

(8)

で与えられる。ここで ϕ(b−1) = 0とした。
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図から、光の曲がり角 αは

α = 2

∫ b−1

0

du√
G(u)

− π (9)

で与えられることが分かる。

ここで、u = b−1 sin θと積分変数の変換を行うと∫ b−1

0

du√
G(u)

=

∫ π/2

0

dθ√
1−

(
a
b

)2
sin2 θ

= K
(a
b

)
(10)

2エリス時空での光の衝突軌道の定性的なことは [9] で詳しく議論されている。
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となり、第一種の完全楕円積分3で記述できることが分かる。第一種の完全楕

円積分K(k)は

K(k) =

∫ π/2

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

(11)

で定義される。したがって、曲がり角は

α = 2K
(a
b

)
− π (12)

となる。K(k)を展開すると、

K(k) =
π

2

∞∑
n=0

[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]2
k2n (13)

となる。ここで、n!!は nの double factorialであり、(−1)!! = 1である。こ

れを使うと、曲がり角は

α = π
∞∑

n=1

[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]2 (a
b

)2n

(14)

と表せる。

したがって、弱い重力場 |b| ≫ aでは

α ≃ π

4

(a
b

)2

(15)

となる。

第一種の完全楕円積分K(k)の性質から直ちにわかるように、|b|を aに近づ

けていくと重力場の効果が強くなるので、曲がり角 αは大きくなり、|b| → a

の極限では曲がり角 αは log発散する。

4 エリス時空での重力レンズ効果

次に、エリス時空でのアインシュタインリングと相対論的アインシュタイ

ンリングの半径を求めよう。以下では観測者と光源がレンズ天体（ワームホー

ルあるいはブラックホール）から十分に離れている場合について考察する。

つまり、Dlを観測者とレンズ天体の間の距離、Dlsをレンズ天体と光源の間

の距離とすると、Dl ≫ b かつ Dls ≫ bの場合を考える。天体の配置は次頁

の図の通りであり、光源 S が放出した光はレンズ天体 Lによって曲げられ、

ϕの角度でなく、θの角度で観測者 Oに届く。|ᾱ| ≪ 1、|θ| ≪ 1、|ϕ| ≪ 1で

ある場合を考えると、レンズ方程式は

Dlsᾱ = Ds(θ − ϕ) (16)

3第一種の完全楕円積分については、たとえば、[24, 25, 26] を見よ。
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で与えられる。ここで、ᾱ = (α mod 2π)は有効曲がり角で、Ds = Dl +Dls

は観測者と光源の間の距離である。曲がり角 αは非負の整数である光線の巻

き数 nを用いて、

α = ᾱ+ 2πn (17)

と表すことができる。ここでは、（相対論的）アインシュタインリングに興味

があるので、

ϕ = 0 (18)

とする。このとき、θ = θnは観測される（相対論的）アインシュタインリン

グの半径を表している。
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図からも明らかなように、b = Dlθなので、

θn =
a

Dl

1

kn
(19)

である。ここで、kn ∈ (0, 1)は、(12)、(16)、(17)、(18)式から導かれる

2K(k)− η

k
= (2n+ 1)π (20)

η ≡ Ds

DlDls
a (21)

k ≡ a

b
(22)

の唯一の解である。2K(k)− η/kは kに関して単調増加し、kを 0から 1ま

で増加させると、2K(k)− η/kは −∞から∞まで動く. また、knは nに関

して単調増加し、n → ∞の極限で kn → 1となる。したがって、θn は nに

関して単調減少し、n → ∞の極限で θn → a/Dl となる。
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弱い重力場 |b| ≫ aでは光線の巻き数は n = 0である。先ほど計算した光

の曲がり角（(15)式）を使うと、(20)式を近似的に解くことができ、アイン

シュタインリングの半径は

θ0 ≃
(
π

4

Dls

DsD2
l

a2
) 1

3

≃ 4× 10−1arcsecond

(
Dls

10kpc

) 1
3
(
20kpc

Ds

) 1
3
(
10kpc

Dl

) 2
3 ( a

10AU

) 2
3

(23)

となる。この近似はDl ≫ aかつDls ≫ aならば、よく成り立ち、a = 10pc

でDl = Dls = 10 kpcでは、数値計算と比較すると、その相対誤差は∼ 10−2

である。

光線の巻き数が n ≥ 1となるような強い重力場では、a ≃ bつまり kn ≃ 1

が (20)式を満たしていることを数値計算で確かめることができる。このこと

は、光球付近を回転する光線が相対論的アインシュタインリングを生成する

ことを示している [7, 9]。それ故に、相対論的アインシュタインリングの半径

は近似的に

θn≥1 ≃ a

Dl

≃ 1× 10−3arcsecond

(
10kpc

Dl

)( a

10AU

)
(24)

としてよい。Dls、Dl、aの値によらずに, θnの相対誤差は n = 1では∼ 10−3

であり、n ≥ 2では 10−5よりも小さい。このことは、相対論的アインシュタ

インリングを互いに分離して観測することが難しいことを示唆している。

したがって、無限個のリングが一つに重なった相対論的アインシュタイン

リングと一つのアインシュタインリングが観測され得る。この結果は ηの値

によらずに成り立つ。

Ds、Dl、θ0が与えられれば、喉の半径 aを (23)式から求めることができ

る。したがって、相対論的アインシュタインリングの半径 θn≥1が観測できれ

ば、(24)式と比較することで、レンズ天体がワームホールであるかどうかを

テストすることができる。

また、(23)式と (24)式から、θ0 と θn≥1 の関係式

θn≥1 ≃
(
4

π

Ds

Dls

) 1
2

θ
3
2
0 (25)

が求まる。

5 ブラックホールとワームホールの判別

ブラックホールとワームホールの判別可能性を議論するために、シュバル

ツシルト時空での光の曲がり角と（相対論的）アインシュタインリングにつ

いて思い出した上で [4, 5, 6, 8, 27]、θ0 と θn≥1 関係式を導く。
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弱い重力場 b ≫ rg では、光の曲がり角は近似的に

α ≃ 2rg
b

(26)

で与えられる。ここで、rg = 2GM/c2は質量M のブラックホールのシュバ

ルツシルト半径である。アインシュタインリングの半径は、

θ0 ≃
√

2Dls

DlDs
rg

≃ 9× 10−1arcsecond

(
Dls

10kpc

) 1
2
(

M

106M⊙

) 1
2
(
10kpc

Dl

) 1
2
(
20kpc

Ds

) 1
2

(27)

となる。シュバルツシルト半径 rg はワームホールの喉の半径 aと同様にして

決定することができる。

光線の巻き数が n ≥ 1となるような強い重力場では、レンズ方程式を満た

す衝突径数 bは、臨界衝突径数 b ≃ (3
√
3/2)rg でなければならない4。相対論

的アインシュタインリングの半径 θn≥1 は

θn≥1 ≃ 3
√
3

2

rg
Dl

≃ 1× 10−5arcsecond

(
M

106M⊙

)(
10kpc

Dl

)
(28)

となる。やはり、シュバルツシルト時空の場合も、相対論的アインシュタイ

ンリングを互いに分離して観測することは難しい。

ここで、弱い重力場での光の曲がり角の leading termは、エリス時空にお

いては (15)式で求めたように微小量 a/bの二次のオーダーであったが、シュ

バルツシルト時空では (26)式が示すように微小量 rg/bの一次のオーダーで

ある。したがって、シュバルツシルト時空での θ0 と θn≥1 の関係式は

θn≥1 ≃ 3
√
3

4

Ds

Dls
θ20 (29)

となり、エリス時空における場合（(25)式）と異なっている。よって、Ds、

Dl、θ0、θn≥1が与えられれば、原理的にはワームホールとブラックホールを

判別することが可能である。

6 議論

とりあえず、10−3arcsecondの分解能を持つ観測装置を使って相対論的ア

インシュタインリングを観測できると仮定しよう [28]。そうすると、Dl =

Dls = 10Mpcでは、109M⊙ の大質量ブラックホールと a ≃ 0.1pcの喉を持

つワームホールを観測から判別可能だと分かる。また、天の川銀河内にある
4[4, 6, 7] を参照のこと。
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a ≃ 10AUの喉を持つワームホールをワームホールだと断定できることもわ

かる。

観測者とレンズ天体と光源が直線上に並ぶと仮定したが、このように天体

が並ぶのは奇跡的である。一般的には、強い重力場での重力レンズ効果は、ϕ

が十分小さいときに観測され、相対論的像（relativistic image）と呼ばれる

多数の壊れたリング状の像を作る [4]。今回の結果は弱い重力場が作る像と相

対論的像を用いてもブラックホールとワームホールを判別可能であることを

示唆している。Bozzaらは相対論的像は弱い重力場が作る像に比べて、増光

率が小さいために、必ず微かにしか見えないことを指摘している [6]。また、

ここでは点光源を仮定したが、相対論的アインシュタインリングは小さいた

めに、背景となる光源に邪魔されて、見えなくなるかもしれない。

実際に観測するためには、光干渉計などの新しい観測技術の完成を待たね

ばならないかもしれない。このように相対論的像の観測には、多くの困難が

予想されるが、２１世紀の天文学者と物理学者が挑むに値する仕事である。
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