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1 はじめに

現代物理学の大きな目標の一つとして、一般相対性理論と量子力学（場の量子論）の統一というも

のがあるが、それを困難にさせている理由として、場の量子論で用いられる繰り込みという手法が

使えないという問題がある。これを解決するための方法のひとつとして、普段の Einstein-Hilbert

作用に高階微分項を加え修正することにより、この困難を回避するというものがある。

しかし、高階微分項を入れることにより繰り込み可能になる一方で、負のエネルギーを持つ伝

播モードが現れユニタリー性が失われてしまうという新たな問題が生じる。さらには、普段の

massless spin-2の graviton以外にも、massiveな伝播モードも現れる。

今回の発表で採り上げる Critical Gravity [1]という理論は、曲率 2乗の項と宇宙項を加えた４

次元の重力理論であり、massless spin-2 mode に加え、massive spin-2 mode と massive scalar

modeが現れる。massive spin-2 modeがユニタリー性を破ることが示されるが、適切にパラメー

ターを選ぶことでこの問題は回避される。

2 繰り込み可能性とユニタリー性

Einstein-Hilbert作用について見ていく。

L =
1

16πG
R

metricは無次元であるから、その 2階微分から作られる曲率 R は質量次元で 2の次元を持つ。

一方、4次元では Lagrangian densityは質量次元 4であり、1/16πGは質量次元 2である。ゆえ

に、結合定数 Gは質量次元 -2 で負の次元を持つため、素朴な意味では繰りこみ不可能となる。

ここで曲率 2乗について考えてみると、この項は質量次元で 4であるから、その結合定数は無次

元になり繰り込み可能になる。そこで、次のような Lagrangian densityが考えてみる。

L ∼ R+ α(Rµνρλ)2 + β(Rµν)2 + γR2

曲率 2乗は即ち 4階微分であるから、およそ運動量の 4乗である。ゆえに、高エネルギースケー

ルでは 2乗の項が支配的になり、全体としては繰り込み可能になる。またプロパゲーターを見てみ

ると、普段の Einstein-Hilbert作用のリッチスカラーでは 1/p2 であり、loop計算では 2次発散が

起こるが、曲率 2乗は 1/p4 で対数発散になり、発散が緩やかになることがわかる。

繰り込み可能になった一方で、上の場合の Lagrangian density では、普段の massless spin-2

mode 以外に、正のエネルギーを持つ massive scalar mode と、負のエネルギーを持つ massive

spin-2 modeも現れる [2] [3]。負のエネルギーはいわゆるゴーストを意味し、ユニタリー性が失わ

れてしまうことになる。量子化を考えるにあたっては、繰り込み可能性とユニタリー性の両方を守

らなければならないので、これらを両立させるような方法を考えなければならない。
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そのような理論が 3次元にはあって、Chiral Gravity [4]というものがある。

I =
1

16πG

∫
d3x

√
−g [R+

2

l2
+

1

2µ
ϵλµνΓρ

λσ(∂µΓ
σ
νρ +

2

3
Γσ
µτΓ

τ
νρ)] , Λ = − 1

l2

この理論でも massive spin-2 modeが現れるのだが、µl = 1のとき、massive spin-2 modeは

massless になり、そのエネルギーはゼロになる。同様の理論を 4次元へのアナロジーとして考え

たものが、今回の Critical Gravityである。

3 作用と運動方程式

次のような作用を考えていく。

I =
1

2κ2

∫ √
−g d4x (R− 2Λ + α(Rµν)2 + βR2)

曲率 2乗の項としては、Riemann tensorの足をつぶした (Rµνρλ)2 もあるが、Gauss-Bonnet 項

LGB ≡ (Rµνρλ)2 − 4(Rµν)2 +R2

と呼ばれるこの組み合わせが、4次元では表面項になり作用での寄与はゼロになるので、この項は

作用に入れて考えなくてよい。

また宇宙項を入れないとき、ユニタリー性を課すと αと β がともにゼロになり、結局 Einstein-

Hilbert作用になってしまい、繰り込み可能性もユニタリー性も得られないということが知られて

いる。

metricについて変分をとって、運動方程式を求めると、

Gµν + Eµν = 0

Gµν = Rµν − 1

2
Rgµν + Λgµν

Eµν = 2α(RµρR
ρ
ν − 1

4
RρσRρσgµν) + 2βR(Rµν − 1

4
Rgµν)

+ α(2Rµν +
1

2
2Rgµν − 2∇ρ∇(µR

ρ
ν) ) + 2β(gµν2R−∇µ∇νR)

となる。ここで、2 = ∇µ∇µ である。

この運動方程式は、Ricci tensorが metricに比例するようなものを解に持っていて、これは真

空のアインシュタイン方程式と同じことを表す。

Rµν = kgµν ⇔ Rµν − 1

2
Rgµν + Λgµν = 0

よって、アインシュタイン方程式の解もこの理論での解になっている。いま、Cosmological

constantがゼロではないので、解としては de-Sitter (dS) や Anti de-Sitter (AdS) 解などがある。

(A)dS4 : ds2 = −(1− Λ

3
r2)dt2 + (1− Λ

3
r2)−1dr2 + r2dΩ2 , (dS : Λ > 0 AdS : Λ < 0)
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4 運動方程式の線形化

Back ground を Anti de-Sitterとして、

gµν → gµν + hµν , h = gµνhµν

1次までの摂動を計算して、伝播モードを評価する。

0 = δ(Gµν + Eµν) = [1 + 2Λ(α+ 4β)]GL
µν + α[(2− 2Λ

3
)GL

µν − 2Λ

3
RLgµν ]

+ (α+ 2β)[−∇µ∇ν + gµν2+ Λgµν ]R
L

ここで、添え字Ｌはｈについての線形化で、

GL
µν = RL

µν − 1

2
RLgµν − Λhµν

RL
µν = ∇λ∇(µhν)λ − 1

2
2hµν − 1

2
∇µ∇νh

RL = ∇µ∇νhµν −2h− Λh

である。

ここで、ゲージ条件
∇µhµν = ∇νh

を課して、運動方程式の trace成分を計算する。

0 = gµνδ(Gµν + Eµν) = Λ[h− 2(α+ 3β)2h]

ここで、共変微分 ∇µ はスカラーに対して通常の微分 ∂µ として作用するので、

( ∂2 − 1

2(α+ 3β)
)h = 0

運動方程式の形から、massive scalar mode が伝播することがわかる。scalar mode を取り除く

ための条件 (h=0)は、
α = −3β

この条件の下で、運動方程式は

0 = δ(Gµν + Eµν) =
3β

2
(2− 2Λ

3
)(2− 4Λ

3
− 1

3β
)hµν

また、ゲージ条件は
∇µhµν = 0 , gµνhµν = 0

となり、Tranceverse-Traceless(TT)ゲージとなる。
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この方程式の解を考える。これは、２つの微分演算子 2 − 2Λ
3 と 2 − 4Λ

3 − 1
3β がそれぞれ作用

してゼロになるような解の重ねあわせとして表現される。また

2hαβ ≡ ∇µ∇µhαβ = (∂2 +
2

3
Λ)hαβ

であって、２つの微分方程式に分けて書くと

∂2 h(m)
µν = 0

(∂2 − 2Λ

3
− 1

3β
)h(M)

µν = 0

方程式の形から、それぞれ massless spin-2 mode と massive spin-2 mode が伝播することがわ

かる。

massive mode が安定である（tachyonicにならない）ためには、

M2 =
2Λ

3
+

1

3β
≥ 0 ⇔ 0 < β ≤ (− 1

2Λ
)

massive mode が masslessになる条件は

β = − 1

2Λ

であって、先ほどの条件とあわせて

α = −3β =
3

2Λ

このパラメーターのとり方 (Critical Point)では、massive spin-2な gravitonだけが伝播する。

5 伝播モードのエネルギー

Hamiltonianを構成し、それぞれの伝播modeの on-shellのエネルギーを評価する。ここでいっ

たんβについての制限を外す。hµν の変分をとったときに、先の摂動の運動方程式を導く作用の

項は

I2 = − 1

2κ2

∫ √
−g d4xhµν δ(Gµν + Eµν)

= − 1

2κ2

∫ √
−g d4x [

1

2
(1 + 6βΛ)(∇λhµν)(∇λhµν) +

3

2
β(2hµν)(2hµν) +

Λ

3
(1 + 4βΛ)hµνhµν ]

hについて１階・２階の時間微分を含むので、普段の方法では共役運動量を定義できない。

∇λhµν ⇒ ḣµν , 2hµν ⇒ ∂(∇0hµν)

∂t

そこで Ostrogradsky methodと呼ばれる方法を用いる。これは、任意の階数の時間微分を含む場

合の一般化された Legendre 変換であり、共役運動量は以下のように 2つ定義される。

π(1)µν =
δL2

δḣµν

−∇0(
δL2

δ(d(∇0hµν)/dt)
) = − 1

2κ2

√
−g∇0((1 + 6βΛ)hµν − 3β2hµν)

π(2)µν = ∇0(
δL2

δ(d(∇0hµν)/dt)
) = − 3β

2κ2

√
−gg00∇hµν
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Lagrangian が陽に時間に依存しないので、Hamiltonianも時間に依らない。時間間隔 Tとして

H = T−1(

∫ √
−g d4x [π(1)µν ḣµν + π(2)µν ∂(∇0hµν)

∂t
]− I2)

と 4次元積分の形で書くことができる。

massless mode と massive mode それぞれの運動方程式を用いて、エネルギーを計算すると

Emassless = − 1

2κ2T
(1 + 2βΛ)

∫ √
−g d4x∇0hµν

(m)ḣ
(m)
µν

Emassive =
1

2κ2T
(1 + 2βΛ)

∫ √
−g d4x∇0hµν

(M)ḣ
(M)
µν

massless mode が正のエネルギーを、massive mode が負のエネルギーを持つ [5]。ここで、critical

point を考えると、両方の modeのエネルギーがゼロになり、また

(2− 2Λ

3
)(2− 4Λ

3
− 1

3β
)hµν = 0 ⇒ (2− 2Λ

3
)2hµν = 0

となり、massive spin-2のmodeの自由度が失われたかのように見える。

ここで、運動方程式を見直してみると{
(2− 2Λ

3 )h
(m)
µν = 0

(2− 4Λ
3 − 1

3β )h
(M)
µν = 0

→

{
(2− 2Λ

3 )h
(m)
µν = 0

(2− 2Λ
3 )2h

(log)
µν = 0

演算子が２回作用してゼロになるような新たなモード（logarithmic mode）に、massive modeの

自由度が移り変わっていると考えられる。

h(log)
µν = (2it+ log sinh 2

√
−Λ

3
r − log tanh

√
−Λ

3
r)h(m)

µν

(2− 2Λ

3
)h(log)

µν ̸= 0

このように Critical point では、massive mode の代わりに logarithmic modeが現れて伝播する

[6]。また、このmodeのエネルギーを先ほどの手順に従って計算すると、有限で正のエネルギーを

もつことが示される [5]。

6 ブラックホールの質量

ブラックホール解の質量について評価していく。gµν = ḡµν + hµν と分けて書く。ここで gµν は

AdS であり、hµν について摂動的に取り扱う。（無限遠で十分早くゼロになる）

運動方程式に代入し、ｈについて線形の項と非線形（２次以上）の項に分ける。非線形の項を

Tµν としてまとめて
δ(Gµν + Eµν) = Tµν
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左辺に共変微分を作用するとゼロになるので、右辺を有効的に energy-momentum tensor と考え

ることができる。
∇µT

µν = 0

Back ground である AdS に対する Killing vectorξµ として、Killing 方程式 ∇µξν +∇νξµ = 0

から保存則

∇µ(T
µνξν) ≡ ∇µJ

µ = 0

が成立する。

無限遠で timelike な killing vector を用いて、AD massは

E =
1

2κ2

∫
d3xT 0νξν

と定義される [7]。さらに、反対称テンソルＦを用いて Jµ = ∇νFµν とすれば

E =
1

2κ2

∫
S∞

dSi F0i

と書くことができる。これに基づいて計算すると [8]、

E =
1

2κ2
[1 + 2Λ(α+ 4β)]

∫
d3xG0ν

L ξν +
1

2κ2
(α+ 2β)

∫
S∞

dSi (2ξ
[0∇i]RL +RL∇0ξi)

− α

2κ2

∫
S∞

dSi (2ξα∇[0Gi]α
L + 2Gα[0

L ∇i]ξα)

Schwarzchild-AdS Black hole について AD mass を計算する [9]。

ds2 = −(1− m

r
− Λ

3
r2)dt2 + (1− m

r
− Λ

3
r2)−1dr2 + r2dΩ2

十分遠方では、hµν は h = O(r−1) である。また、曲率は metric の 2 階微分からなるので、

RL,GL = O(r−3) よって、第 2項、第 3項はゼロになる∫
S∞

dSi O(r−3) ≈ lim
r→∞

∫
r2dΩ

1

r3
= 0

残りの第 1項について、

E =
1

2κ2
[1 + 2Λ(α+ 4β)]

∫
d3xG0ν

L ξν

Schwarzschild-like な摂動で線形化した、普段の（一般相対性理論での）Einstein tensor の積分で

あるから、Schwarzschild Black holeの質量になる。以上の計算から、AD mass は

E = [1 + 2Λ(α+ 4β)]m

Critical point α = −3β = 3
2Λ において、質量はゼロになるという結果が得られる。
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7 ブラックホールのエントロピー

Bekenstein-Hawking のエントロピー公式

SBH =
AH

4

があるが、これは一般相対性理論での表式なので、そのまま使うことはできない。そこで、一般の

重力理論にまで拡張されたエントロピーの表式として、Waldのエントロピー公式を使う [10][11]。

S = −2π

∮
H
dA

∂L
∂Rαβγδ

ϵαβ ϵγδ

ここで、dA は horizon での面積素で、ϵ は horizon に対する binormal vectorである。また、こ

の表式においては Lagrangian densityがmetricと Riemann tensorにのみ依存していること用い

ている。

これを用いて計算すると、
Sw = [1 + 2Λ(α+ 4β)]πr2H

Critical point では、エントロピーもゼロになる。

8 まとめ

宇宙項と曲率２乗の項を入れ、適切にパラメーターを決めることで、繰り込み可能でユニタリー

性をもつ４次元の重力理論を構成することができた。Critical point では、scalar mode がなくな

り、massive spin-2 mode は massless になった。また、massless spin-2 mode のエネルギーがゼ

ロになってしまうが、一方で、logarithmic mode が正のエネルギーを持つ。

Schwarzschild-AdS Black hole 解について計算をしていくと、質量がゼロになりエントロピー

もゼロになった。今回はアインシュタイン方程式の解を用いて計算しているが、一般にはアイン

シュタイン方程式の解ではないようなブラックホール解も存在しうる。このような解では質量やエ

ントロピーがゼロにならない可能性がある。
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