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Motivation
Massive Gravityとは一般相対論では 0としていたグラビトンに質量を与えた理論で
ある。グラビトンに質量を与えることでどのような理論になるかが主なMotivation

である。最近ではこの理論で宇宙の加速膨張を説明できないかと盛んに研究されて
いる。

Massive Gravityのactionの構成
ここでは、Massive Gravityの actionを歴史的な流れに沿って構成していく。

1939年、Fierzと Pauliによって、グラビトンに質量を与えた作用が考えられた。
これは Fierz-Pauli actionと呼ばれる以下の作用である。
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ここでmgはグラビトンの質量、hµνは gµν = ηµν + hµνで定義される量である。
このとき、この作用は一般座標変換に対して不変にはなっていない。
比較するため、一般相対論の作用を載せておく。
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(1)の右辺第 1項から第 4項までは一般相対論におけるリーマンテンソルを線形化し
たものである。そして、第 5項がグラビトンの質量項であり、Fierz-Pauli質量項と
呼ばれる。
この2つの作用から重力ポテンシャルを計算すると、(1)のmg → 0の極限と、mg = 0

である (2)は一致しないことがわかる。これは vDVZ discontimuityと呼ばれ、長年
問題となっていた。

1972年、Vainsteinによって、この不連続性が解決された。
彼はRを線形化したことがこの不連続性の問題であると指摘した。より詳しく述べ
ると、以下で定義されるVainstein半径 rV
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と呼ばれる半径の内側では非線形項が重要になると指摘した。ここで、mg → 0 の
極限を取ると、rV → ∞となることが分かる。すなわち、グラビトンの質量が 0と



なる極限では、すべての領域で非線形項が重要になることを示している。

Vainsteinによって不連続性の問題は解決したが新たな問題が出てきた。一般相対
論では 2である自由度がFierz-Pauli actionでは 5となる。ここまではゴーストと呼
ばれる運動量が負になる自由度はないのだが、非線形項まで加えると、BDゴース
トと呼ばれる 6個目の自由度が出てきてしまう。
この問題はポテンシャルの高次項まで加えることで解決する。
Fierz-Pauli actionではhの 2次までしか考えていなかったのに対し、ポテンシャルを

V (g, h) = V2(g, h) + V3(g, h) + V4(g, h) + V5(g, h) + . . . (4)

V2(g, h) = 〈h2〉 − 〈h〉2

V3(g, h) = c1〈h3〉+ c2〈h2〉〈h〉+ c3〈h〉3
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V5(g, h) = f1〈h5〉+ f2〈h4〉〈h〉+ f3〈h3〉〈h〉2 + f4〈h3〉〈h2〉+ f5〈h2〉2〈h〉+ f6〈h2〉〈h〉3 + f7〈h〉5

と変更し、高次項まで無限に足していく。ここで、トレースは 〈h〉 = ηµνhµνで定義す
る。このままでは無限個のパラメータが出てきてしまうが、これはDecoupling limit

をとり、Total derivativeの combinationを作ることで、mgと 2つのパラメータで表
すことが出来る。また、この無限級数は次のテンソルを考えることで、足しあげる
こと (Ressumation)が出来る。

Kµ
ν =
√
δµν −Hµ

ν (5)

ルートは以下で定義される。 √
A

µ

α

√
A

α

ν = Aµ
ν (6)

最後に一般座標変換に対して不変な理論にするために hµνの定義を変更する。

gµν = ηµν + hµν

⇒ gµν = g
(0)
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ここで、φaは stuckelberg scalarと呼ばれ、スカラーの変換則に従う。(7)の左辺と
右辺の第 1項（Fiducial metric）は一般座標変換に対して不変であるので、右辺第 2

項も不変となり、このHµνを用いることで、一般座標変換に対して不変な理論にす
ることが出来る。



これまでの考察より、Massive Gravityの actionは
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となる。ここでトレースは [K] = gµνKµνで定義される。

Open FRW Universe
ここではまず、openな場合を考える前に flatな場合を考えてみる。

Fiducial metricをMinkowski metricにとり、
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Physical metricを FRW metricにする。
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また stuckelberg scalarを以下のようにおく。

φ0 = f(x), φi = xi (15)

このとき、ラグランジアンは
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mg 6= 0の時、
a = const

よって、この場合Physical metricがMinkowski metricになってしまうので、Flatの
場合は解が存在しない。



ここから openな場合を考える。まず、Physical metriicは
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である。stuckelberg scalarを次のようにおく、
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このようにおくと、fiducial metricが FRWのような形式になる
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これでOpenな場合の actionを作ることが出来た。この actionの fに関する変分を
とると、拘束条件が出てくる
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全部で解は 3つあるが、そのうち 1つは
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となって、これはPhysical metricがMinkowski metricの場合に対応しているので、
Openな場合の解ではない。残りの 2つは
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となり、この 2つがOpenな場合に対応している。また、Nに関する変分をとると、
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ρg、pgはそれぞれグラビトン質量項からの有効的なエネルギー密度と圧力で、f, ḟ

で表される。c±はパラメータのみの関数になっているので、Λ = c±m
2
gとおくこと

で、グラビトンの質量が宇宙項の働きをすることがわかる。
こうして、Open FRW Universeの場合に宇宙項が現れるモデルを作ることが出来
た。
また最近の研究では、Fiducial metricをFRW metricにすることで、Openな場合に
限らず解が存在することや de Sitterにすることで、宇宙項以外の時間変動する解も
見つかっている。さらに一様という制限をなくしても、宇宙項以外のモデルが作れ
ることが分かっている。
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